
auch f ü r den Fall e ines v o r g e g e b e n e n M a g n e t f e l d e s , 
das s o w o h l das E i g e n m a g n e t f e l d als auch ein L o n g i -
tud ina l fe ld u m f a ß t , berechnet w e r d e n k ö n n e n . D i e 
h i e r f ü r a n g e g e b e n e n F o r m e l n f ü r d i e S t romdichte 
jexco und d i e W ä r m e s t r o m k o m p o n e n t e n Wexu und 

Werw enthalten den E i n f l u ß der Elektronenwechse l -
w i r k u n g bis zur zwe i ten N ä h e r u n g . 

W i r d E i g e n m a g n e t f e l d o d e r L o n g i t u d i n a l f e l d j e 
f ü r sich betrachtet, so lassen sich d i e N ä h e r u n g e n 
n-ter O r d n u n g a n g e b e n . 
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Ausgehend von der LiouviLLE-Gleichung werden mit Hilfe der Methoden der mathematischen 
Statistik die makroskopischen Gleichungen für ein vollionisiertes Plasma abgeleitet. Eine allgemeine 
HAMiLTON-Funktion für vollionisierte Plasmen, welche auch Strahlungsemission und Wechselwirkung 
zwischen Strahlung und Materie berücksichtigt, wird aufgestellt und dient zur Ableitung der 
MAxwELLschen Gleichungen für Plasma-Mikrofelder und allgemeiner hydromagnetischer Gleichungen. 
Durch die Auffassung der Lösung der Wahrscheinlichkeitsdichte in der LiouviLLE-Gleichung als 
Momentenproblem ergibt sich ferner ein System von Integro-Differentialgleichungen zur Darstellung 
der eingeführten Partialmomente, die sich gleichzeitig als die Transportgrößen deuten lassen, die in 
den makroskopischen Gleichungen auftreten. Die Momentengleichungen werden ebenfalls aus der 
BoLTZMANN-Gleichung hergeleitet. Die beiden Beschreibungen gehen ineinander über und man erhält 
gleichzeitig ein lösbares System von partiellen Differentialgleichungen, wenn man von vornherein 
über die inneren Felder im Plasma mittelt und nur deren kumulative Wirkung berücksichtigt. Dies 
erscheint erlaubt für den Fall, daß die mittlere freie Weglänge groß gegen den DEBYE-Radius ist. 
Es wird diskutiert, warum die so erhaltenen Gleichungen nicht geeignet sind, eine zufriedenstellende 
Beschreibung mikroskopischer Erscheinungen im Plasma zu geben, jedoch ein in sich geschlossenes 
System für die Änderung makroskopischer Observablen darstellen, die ferner geeignet sind, Relaxa-
tionserscheinungen von Transportgrößen zu erfassen. 

Eine der wesent l i chen A u f g a b e n der theoret ischen 
P l a s m a - P h y s i k ist d ie A b l e i t u n g gee igne te r Gleichun-
gen , d ie e ine v o l l s t ä n d i g e B e s c h r e i b u n g m a k r o s k o -
pischer , w i e auch m i k r o s k o p i s c h e r Ersche inungen i m 
P l a s m a e r lauben . S o z. B . h a b e n B R U E C K N E R und 
W A T S O N 2 m a k r o s k o p i s c h e G le i chungen aus der 
BoLTZMANN-Gleichung u n d B R I T T I N 3 sehr a l l gemeine 
h y d r o m a g n e t i s c h e G l e i c h u n g e n aus der LiouviLLE-
Gle i chung abgele i tet . In f r ü h e r e n A r b e i t e n 4 - 7 v o n 
V e r f . u n d M i t a r b e i t e r n w u r d e versucht , gewisse 
G r u n d l a g e n zur statistischen B e h a n d l u n g v o n mehr-
k o m p o n e n t i g e n , r e a g i e r e n d e n , n i cht - i so thermen Plas-
m e n auszuarbe i ten . B e s o n d e r e Beachtung w u r d e da-
bei der A n w e n d u n g und E r w e i t e r u n g der GRADschen 
M e t h o d e 8 der L ö s u n g der BoLTZMANN-Gleichung für 
den Fall v o n P l a s m e n 5 - 7 geschenkt . 

K u r z v o r Fer t igs te l lung d ieser A r b e i t w u r d e d e m 
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V e r f a s s e r e ine B e h a n d l u n g m e h r k o m p o n e n t i g e r , 
n i chtreag ierender P l a s m e n v o n K O L O D N E R 9 bekannt . 
D i e s e baut auf der L ö s u n g der BoLTZMANN-Gleichung 
nach der GRADschen M e t h o d e auf u n d ist i m wesent-
l ichen dasse lbe V e r f a h r e n , ü b e r welches der V e r f a s -
ser z u m ersten M a l auf d e m I U T A M S y m p o s i u m 
über G r e n z s c h i c h t f o r s c h u n g 5 i m A u g u s t 1 9 5 7 be-
richtete. 

D i e L ö s u n g der S t o ß i n t e g r a l e f ü r COULOMB-Wech-
se lwirkung ist v o n K O L O D N E R auf a n d e r e W e i s e 
durchge führ t w o r d e n als w ie b e i m V e r f . 

B e i m GRADschen V e r f a h r e n zur L ö s u n g der B O L T Z -

MANN-Gleichung w i r d d ie Wahrsche in l i chke i tsd i chte 
in e ine B e i h e hermitescher P o l y n o m e entwickelt , w o -
bei sich d ie K o e f f i z i e n t e n der E n t w i c k l u n g als Par -
t i a l -Momente der zu suchenden V e r t e i l u n g e r g e b e n , 
d . h. d ie L ö s u n g w i r d als M o m e n t e n p r o b l e m der ma-
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thematischen Statistik a u f g e f a ß t . I m GRADschen Fa l le 
( e i n k o m p o n e n t i g e s Gas MAXWELLscher M o l e k ü l e ) 
e r g e b e n sich d a n n aus der BoLTZMANN-Gleichung d ie 
versch iedenen part ie l len D i f f e rent ia lg l e i chungen zur 
Dars te l lung d ieser M o m e n t e . In der v o n V e r f . u n d 
Mi tarbe i tern durchge führ ten E r w e i t e r u n g dieses V e r -
fahrens f ü r den Fal l m e h r k o m p o n e n t i g e r , n icht iso-
thermer u n d reag i e render P l a s m e n e r g i b t sich eben -
falls e in S y s t e m part ie l ler D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n 
f ü r d i e M o m e n t e . 

E in so lches V e r f a h r e n w ä r e n u n an sich gee ignet , 
m a k r o s k o p i s c h e wie auch m i k r o s k o p i s c h e Erschei -
n u n g e n in P l a s m e n zu b e h a n d e l n . F ü r erstere hat 
m a n d i e versch iedenen Erhal tungssätze u n d T r a n s -
por tg l e i chungen , f ü r letztere kann e ine Betrachtung 
des V e r l a u f s der Wahrsche in l i chke i tsd i chte heran-
g e z o g e n w e r d e n . S o z. B. könnte m a n nicht n u r d i e 
Ä n d e r u n g m a k r o s k o p i s c h e r G r ö ß e n des S y s t e m s 

b e i m D u r c h g a n g durch e ine S t o ß w e l l e i m P l a s m a 
berechnen , s o n d e r n auch mit H i l f e der W a h r s c h e i n -
l ichkeitsdichte das Verha l ten e inzelner E lektronen 
u n d I o n e n an der Diskontinuitätsste l le untersuchen. 
J e d o c h ist bekannt , d a ß d i e BoLTZMANN-Gleichung 
f ü r e in P l a s m a desha lb nicht gül t ig ist, we i l d ie 
HAMiLTON-Funktion e ines P l a s m a s nicht in den K o -
o rd inaten der Einzeltei lchen separ ie rbar ist und so-
mi t ke ine B e s c h r e i b u n g i m /< -Baum zuläßt . O b w o h l 
f ü r den Fall der T r a n s p o r t e r s c h e i n u n g e n eines Elek-
t ronengases in F e s t k ö r p e r n 1 0 geze igt w u r d e , d a ß 
d i e BoLTZMANN-Gleichung f ü r den Fall ex t remer V e r -
d ü n n u n g gü l t ig w i r d , dür f t e es zwe i f e lha f t sein, da-
m i t i m Fal le e ines P lasmas e ine zu f r i edenste l l ende 
B e s c h r e i b u n g m i k r o s k o p i s c h e r V o r g ä n g e zu erhalten. 
A u s d i e sem G r u n d e w u r d e e ine L ö s u n g der LiouviLLE-
Gle i chung mit H i l f e des M o m e n t e n p r o b l e m s versucht, 
d ie i m f o l g e n d e n diskutiert w e r d e n sol l . 

I. Statistische Grundlagen 

1. Wahrscheinlichkeitsdichte, Momente, Liouville-Gleichung 

Es sei ( R A , . . . , Vn; P J , . . . , P V ; 0 e ine ( 6 N + 1 ) - d i m e n s i o n a l e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n im K O L M O G O R O F F -

schen S i n n e 1 1 ' 1 2 . D i e ( 6 N+ 1) - d i m e n s i o n a l e Wahrsche in l i chke i tsd i chte ist d a n n 

/ W ( r 1 ? . . . , r v ; P i , . . . , p N ; t ) = d W F W ( x l 9 . . . , x N ; p x , . . . , p N ; t) I d x , . . . dr.v d p , . . . dp* . 

D i e P h a s e n p u n k t e i m 6 A - d i m e n s i o n a l e n - T - B a u m h a b e n d a b e i d i e Ortsvektoren X& und d i e I m p u l s v e k -
toren p/,.. t ist d i e Zeit . F ü r / ( V l ge l te d i e N o r m i e r u n g 

+ 30 
f . . . / / W ( r 1 ? . . . , r . v ; p „ . . . , pjv; t) d x , . . . d r v d p , . . . dp.v = 1 . ( 1 ) 

— 30 

D a s P a r t i a l m o m e n t ( I m p u l s - M o m e n t ) m-ter O r d n u n g ist 
+ 00 

A f C U t t i ' • • • ' r N ; t ) = f . . . f p i l . . . p j w ( x , , . . . , r v ; p x , . . . , p.Y; t) d p , . . . dp. v . ( 2 ) 
—00 

D e n zeit l ichen E r w a r t u n g s w e r t e iner b e l i e b i g e n d y n a m i s c h e n V a r i a b l e n a erhält m a n zu 

+ 30 
<<z) = < a ; / < " > > = / . . . / a / W ( r 1 , . . . , r A s p 1 , . . . , p . v ; O d r 1 . . . d r v d p 1 . . . d p A - . (3 ) 

—30 

D i e Wahrsche in l i chke i t d a f ü r , den k - t e n P h a s e n p u n k t be i X / { anzutre f fen , ist 

+ 3C 
/ . . . / / < * > ( x „ . . . , r.v; P i , . . . , p A s t) d ^ . . . d r Ä _ i d r Ä + i . . . dr.v d p , . . . dp i V , 
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w o b e i d ie Integrat ion über d ie Ortsvektoren m i t A u s n a h m e v o n r^ u n d ü b e r alle I m p u l s v e k t o r e n auszu füh -
ren ist. Unter E i n f ü h r u n g der DiRACschen ^ - F u n k t i o n erhält m a n f ü r d ie Wahrsche in l i chke i t p r o V o l u m e n -
einheit , d a ß der A>te P h a s e n p u n k t zur Zeit t a m Ort r anzutre i fen ist, 

+ OC 

( ö ( x k - x ) ; / < " > ) = / . . . f d ( x k - x ) / W ( r 1 ? . . . , r.v ; p 1 ? . . . , p.v ; D d r j . . . d r v d p x . . . dp. v . 
— oc 

D e n Beitrag des /r-ten Phasenpunktes z u m E r w a r t u n g s w e r t e iner d y n a m i s c h e n V a r i a b l e n a m Ort r zur 
Zeit t erhält m a n zu 

+ oc 

{ a d ( T k - T ) ; f W ) = f . . . f a ö ( T k - X ) f ™ ( x t , . . . , r*; p t , . . . , p*; t ) d x t . . . dr.v d p t . . . dp* 
— oc 

und der Beitrag aller P h a s e n p u n k t e ist d e m z u f o l g e 

,V TV + oc 

Y ( a ö ( x k - x ) ; / w ) = 2 / . . . I ' a d ( v k - r) /<"> ( r 4 , . . . , r .v ; p ! , . . . , P.v; t ) d x , . . . d r v d p x . . . dp.v (4 ) 
fc = 1 t = l -oc 

W e n d e t m a n dies auf das P a r t i a l - M o m e n t ra-ter O r d n u n g ( 2 ) an, so f o l g t schließlich 
•V + OC 

<w?.ür> 0 = 2 f • • • / K • • • PiJ(^-r) f w ( r l 5 • . . , r.v; p1? • •., p.v; . . . dr.v d p , . . . dp.v. (5) 
k = 1 - o c 

D a m i t sind d ie A f [ n " nur F u n k t i o n e n v o n X u n d t . 

Es sol len zunächst noch e in ige B e m e r k u n g e n ü b e r 
Eigenschaf ten der Wahrsche in l i chke i tsd ichte g e m a c h t 
werden . In der mathemat ischen Statistik ist bekannt -
lich d ie Wahrsche in l i chke i t P per axiomem e inge -
führt . D e r Z u s a m m e n h a n g zwischen Wahrsche in l i ch -
keit P, V e r t e i l u n g s f u n k t i o n F u n d Wahrsche in l i ch -
keitsdichte / ist 

s, 

P(x,<x<x2) =Jf{x) dx = F(x2) - Fix,) 
s, 

x \ 
P(x<x,) = Jf(x) dx = F(x,) 

j{x)=F'{x). 

D a b e i i s t z M ) eine Z u f a l l s v a r i a b l e und x(A) =x(A) 
die Realisation d ieser Zu fa l l svar iab len . Es k ö n n e n x 
und f(x) vö l l i g kont inuier l i che G r ö ß e n sein. J e d o c h 
g ib t die Rea l i sat ion der Zu fa l l svar iab len i m m e r 
e inen diskreten W e r t . D ies besagt , d a ß ein Te i l chen 
z. B. ein vö l l i g kont inuier l i ches S p e k t r u m möglicher 
Geschwindigke i ten haben kann , bei e iner M e s s u n g 
a m Ort X zur Zeit t aber n u r ein diskreter W e r t d ie -
ses Spektrums beobachtet (realisiert) w i r d . D a m i t 
kann die Wahrsche in l i chkei tsd ichte e ine v ö l l i g k o n -
t inuierl iche Funkt i on sein ( w a s mathemat ische Er -
f o r d e r n i s s e b e f r i e d i g t ) , o b w o h l m a n ein S y s t e m v o n 
N d iskreten Tei l chen betrachtet ( w a s der phys ika l i -
schen Tatsache entspr i cht ) , w o b e i das Feststel len 

d ieser d iskreten Tei l chen j e d o c h nur durch e ine M e s -
sung e r f o l g e n kann. Hierauf ist bereits f r ü h e r 7 aus-
führ l i ch h i n g e w i e s e n w o r d e n . 

Gelten d i e Gesetze der klassischen Mechan ik , d a n n 
ist d ie zeit l iche Ä n d e r u n g der Wahrsche in l i chke i ts -
dichte /< V| i m . T - R a u m g e g e b e n durch d ie L I O U V I L L E -

Gle i chung 

+ [ * . , < * > ] _ 0 , ( 6 ) 

w o b e i [H, ] d ie P o i s s o N - K l a m m e r n und H d i e 
HAMiLTON-Funktion ist. D/D t ist der STOKES-Ope-
rator . 

2. Aufstellung der Transportgleichung 

D i e zeit l iche Ä n d e r u n g einer G r ö ß e ( a ) ist 

Subst i tuiert m a n nun ( 6 ) in d ie o b i g e Gle i chung , 
dann f o l g t 

= ) - < * ; [ / / , / < " > ] > . 

A n w e n d u n g des GREENschen Satzes auf den R a u m 
der I'A u n d p/,- e rg ibt , d a ß die P o i s s o N - K l a m m e r n 
sich w i e ein ant i symmetr ischer O p e r a t o r g e g e n ü b e r 
e iner V e r t a u s c h u n g v o n a und f(N) verhalten . D a m i t 



resultiert ^ ] = y 1 ( M _ M . 

4 ( - > - ( 4 7 ; / W ) + ( W a ] ; / W > (7 ) ' * = i ' 3 p * ' 3rÄ- 3u-

erg ib t sich schl ießl ich als a l l g e m e i n e T r a n s p o r t g l e i -
o d e r , w e g e n chung , 

- 4 < r ) - ( f ; ) - T - L ( fc • ; / « ) - £ ( ( g * + S . ) . ^ ; /<»>) - 0 . 
K—L K=1 

D i e s e G l e i c h u n g kann n o c h etwas u m g e f o r m t werden . Mi t 

a 3 
w e g e n < $ ( r & _ r ) = _ _ < $ ( r f t _ r ) f o l g t 

^ - ( a ö ( x k - x ) ; / W > + - ^ j i - ( ^ d ( x k - x ) ; f W ) (9 ) 

Es erscheint z w e c k m ä ß i g e r , an Stelle der I m p u l s e J3& d ie G e s c h w i n d i g k e i t e n DA- e i n z u f ü h r e n . Es se ien f o l -
g e n d e wei tere G e s c h w i n d i g k e i t e n mit H i l f e v o n DA- de f in i e r t : 

+ oc 

(Ö*> = M r , t ) = / . . . / M ( r * - r ) f W ( x 1 , . . . , x N ; \ ) 1 , . . . , t i N ; t ) d r 1 . . . d r v d b 1 . . . d D . v , ( 1 0 ) 
— OC 

r + 0 0 

o, .D, (r ,* ) = 2 J ... fmkt)kd(xk-x) / W ( r 1 , . . . , r v ; ö 1 , . . . , ö . v ) d r 1 . . . d r . v d ö 1 . . . d D v , ( 1 1 ) 
A- = l - O C 

U(r, t ) = - i - ^ ^ 0 " ' •? = r ' • ( 1 2 , 1 3 ) 

F e r n e r se ien noch d ie K o o r d i n a t e n des elektro-
magnet i s chen Fe ldes , qx u n d px, e inge führ t . D i e neue 
Wahrsche in l i chke i t sd i chte ist s omi t f(r,v,qx,px). 
D a d ie F u n k t i o n a l d e t e r m i n a n t e der T r a n s f o r m a t i o n 
(r , p, qx, px) - > ( r , u, qx, p;.) e ine K o n s t a n t e ist, er-
g ibt s id i s o f o r t 

/ ( r , p , p*) = cons t / ( r , v , p^) 

und das b i s h e r A u s g e f ü h r t e ist direkt auf d ie neue 
Wahrsche in l i chke i tsd i chte a n w e n d b a r . 

3. Orthogonalreihenentwicklung der Wahrscheinlich-
keitsdichte 

Nach d iesen grundsätz l i chen B e m e r k u n g e n sol-
len nun Wahrsche in l i chke i t sd i chte u n d deren Ent-
w i ck lung in e ine B e i h e hermitescher P o l y n o m e , Ge-
s c h w i n d i g k e i t s m o m e n t e u n d T r a n s p o r t g l e i c h u n g e n 
expl iz i t a n g e g e b e n w e r d e n . 

D a s G e s c h w i n d i g k e i t s m o m e n t ( P a r t i a l - M o m e n t ) 
m-ter O r d n u n g ist jetzt 

M i % . . . ( r ' = 2 m k / • " V k ' i • • • <> (r* - r) fiN) ( r t , •. •, XN; D i , . . . , D.Y; t) d r t . . . dr.v d ö i . . . dD.y 
A- = l - o c 

= 2 mk f T . f V k > i V k J . . . fW ( r ; D 1 ? . . . , D.v; t) d ö t . . . dD.v . ( 1 4 ) 
A- = l - o c 



Letzteren A u s d r u c k erhält m a n unter Berücks icht igung v o n 

J f ( x ' ) ö ( x ' - x ) dx=f(x) und 4 ^ - 0 , ( j e d o c h ^ 0 ! 

Hat m a n d i e Wahrsche in l i chke i t sd i chte f{u) i m / « - R a u m , d a n n hat m a n f ü r das G e s c h w i n d i g k e i t s m o m e n t 
m-ter O r d n u n g , w e n n v eben fa l l s d i e Lau fzah l e iner K o m p o n e n t e des P l a s m a s bedeutet , 

M l % . . . ( r, t)= j V i V j . . . / > ) (r, ö , t) dü . ( 1 5 ) 

Es ist s o f o r t ersichtlich, d a ß b e i d e A u s d r ü c k e äquivalent s ind und ( 1 4 ) f ü r den Fall , d a ß e ine Beschrei -
b u n g i m / / - R a u m zuläss ig ist, in ( 1 5 ) übergeht . 

D i e in teress ierenden M o m e n t e s ind h i e r : a ) das M o m e n t nullter O r d n u n g 
V + oo 

Mv<® (r, t) = QV( r, t ) = £ m k f . . . f ö ( x k - r) /<*> ( t l , . . . , r .v ; ö , , . . . , ö v ; t) dx,... d r v dv,... d ö . v , ( 1 6 ) 
k = 1 — o c 

was gleich der Part ia ld i chte der v-ten K o m p o n e n t e des P l a s m a s ist, b ) das M o m e n t erster O r d n u n g , 

M[x\ (r ,/ ) = j (r ,t) = ymk f . . . j V k j ö(xk-x) fW(x„...,xN;t)„...,t)N;t)dx,...dxNdr),...dt)s 

Ä = 1 • -OC ( 1 7 ) 

der M a s s e n s t r o m v e k t o r der r - ten K o m p o n e n t e , c ) das M o m e n t zweiter O r d n u n g 

M&tJ ( r , t ) = Pr.u (r, t) = 2 m, / . . . fVk, t VkJ ö(r, - r) / W ( r i , . . . , rA ; ^ , . . . , ü y , t ) ( 1 8 ) 

A = 1 _ o c d r x . . . dr.v d ö i . . . dö.v 

der „ D r u c k t e n s o r " der r-ten K o m p o n e n t e und schließlich d ) das M o m e n t dritter O r d n u n g 

^ ^ ( 1 9 ) 

v + oo 

= Z m k j . . . J V K i V k j V K l ö { x k - x ) / W ( r 1 , . . . , r . v ; ü 1 , . . . , ö . v ; O d r 1 . . . d r . v d ö 1 . . . d D A -
-oc 

der W ä r m e s t r o m t e n s o r der v-ten K o m p o n e n t e des pv = ^ ^ Pv, i i. ^ 0 ) 
P lasmas . ' 

V e r j ü n g u n g des G e s c h w i n d i g k e i t s m o m e n t s zwei - A u ß e r d e m w i r d b e n ö t i g t d i e G r ö ß e 
ter O r d n u n g ( D r u c k t e n s o r ) erg ibt den ( ska laren ) ,j = P ij = p d ( 2 1 ) 
Par t ia ldruck der r-ten K o m p o n e n t e 

w o b e i djj der KRONECKER-Tensor ist. 

Ferner w i r d re in f o r m a l e ine Par t ia l -Tempera tur T e inge führ t durch 

RTV = pv/Qv. ( 2 2 ) 

D i e E n t w i c k l u n g der Wahrsche in l i chke i tsd ichte e r f o r d e r t noch das M o m e n t 4 . O r d n u n g 

V + oc 
= 2 mk f . . . fvk> i Vky j Vk> I Vk) m ö [Xk - r) / w ( X , , . . . XN; t),,..., ÖjV; t) d x , . . . d r v dt),... dOjv, 

Ä = 1 -oc 

welches d u r c h den A u s d r u c k S [ p m = — [Pii Plm + "xl P jm Pim Pj i\ ( 2 4 ) 

angenäher t w e r d e n sol l . D i e s e A p p r o x i m a t i o n trägt i n s b e s o n d e r e e inem el l ipt ischen Charakter einer V e r -
te i lung ( P l a s m a i m M a g n e t f e l d ) R e c h n u n g * . 

* A n m . b. d. K o r r . : Man veranschaulicht sich dies am besten, wenn man von einer Gleichgewichtsverteilung elliptischen 
Charakters / = const - (T, T, T3) ~'/« exp { - Vt2/2 R T t - V22/2 R T2-V^/2 R T3} ausgeht. Bei dieser Verteilung enthält 
die Spur des Moments 2. Ordnung ungleiche Glieder. Sind die Koordinatenachsen nicht parallel zu den Achsen des Ellipsoids 
(allgemeiner Fall), dann werden außerdem die Glieder außerhalb der Hauptdiagonalen ungleich Null. Man transformiert 
bei der Berechnung von Sijim auf Hauptachsen, spaltet in Teilintegrale auf und transformiert anschließend wieder zurück. 
Dabei erhält man als Ergebnis den Ausdruck Gl. (24). Die explizite mathematische Darstellung hierzu soll u.a. in einer 
späteren Arbeit ausgeführt werden. 



D i e s e G r ö ß e n s ind f ü r das G e s a m t s y s t e m , 

q = V o , . = X n " r n "> 7t = — 0 , ( 2 5 , 2 6 ) 
V V V 

pij== Ypr,u, Qm=£Qr.ui, <27' 2 8 ) 
V V 

Sijlm = iilm ' P = ' ^29' 3 0 ) 
V V 

P i j = ' 
V 

w o b e i d ie T e m p e r a t u r f ü r das Gesamtsys tem ent-
sprechend 

O ^-i O p., O Q 

also 
jt y i rp Or 

~ 2-i o 

( 3 2 ) 

( 3 3 ) 

w o b e i 

ßm n I m ! f ü r m = n u n d i j . . . = k l . . . 
ij...,kl...-|Q f ü r m±n o d e r i j . . . j = k l . . . 

e ine V e r a l l g e m e i n e r u n g des KRONECKER-Tensors ist. 
D e m z u f o l g e hat m a n 

+ OC 
/ ( 0 [ / / W ] 2 dlP = n! 

— oo 

Z u r Entwi ck lung der Wahrscheinl i chkeitsdichte in 
e ine R e i h e ÜERMiTEscher P o l y n o m e wird der di-
m e n s i o n s l o s e Geschwind igke i t svektor 

= ö /(RT)1''; 2 3 = V ( ö , . - u ) ( 3 8 ) 

e i n g e f ü h r t . Es sei f e r n e r 

/(o) p 

m(R T)1!* 
co(tü). 

zu de f in ieren ist. 

Es sollen nun zunächst einige wesentliche E i g e n -
schaften mehr-dimensionaler HERMiTEscher P o l y -
nome 13 angeführt werden. Es sei 

„ < » > ( » ) ( 3 4 ) 
1 c ü ( r o ) öwi awj... 

e in T e n s o r m-ter O r d n u n g und ein (hermitesches ) 
P o l y n o m m-ten Grades , w o b e i 

W ( m ) = l d ) ^ e x p ( ~ ^ 2 ) ( 3 5 ) 

d i e G e w i c h t s f u n k t i o n mit der N o r m i e r u n g 

+ OC +OC 

/ . . . / o>( to ) dw1...dwN=foj(to) dtt) = l ( 3 6 ) 
— oc —oc 

ist. 
Die ersten HERMiTEschen Polynome sind 

ff<°> = 1 , H W = w\, 

H f ) = Wi Wj - öjj, 

H f)k = Wi Wj wk - (Wi öjk + wj dik + wk da), 

H \4,)kl = Wi Wj wk wi - (Wi Wj dki + wi wk dji 

+ Wi Wi djk -f Wj wk du + Wj Wi dik + Wk Wi öjj) 

+ (du öki + dik dji + dü öjk). 

D i e Orthogona l i tä tsre la t i onen f ü r d iese P o l y n o m e 
s ind g e g e b e n durch 

+ oc 

f . . . / w ( t o ) Hfä] ( t o ) dwx... du>jv 

F ü r e ine b e l i e b i g e Wahrscheinl i chkei tsdichte / hat 
m a n d a n n 

i / = ( U ( W ) f J - J 2 . . (»)}• 
s x=0 ( ijk... \ 

( 3 9 ) 

Z u r E r m i t t l u n g der K o e f f i z i e n t e n mult ip l i -

ziert m a n Gl . ( 3 9 ) mit H ^ und integriert ü b e r to. 
M i t H i l f e d e r Orthogona l i tä t s re la t i onen ( 3 7 ) hat 
m a n s o f o r t 

lijk... » : = 
(R T)'l 

+ 0 C 

! f H<i?k...W / d t o ( 4 0 ) 

-r oc 

Führt m a n 93 = 2 93/. e in , dann f o l g t 

t m k f + . 7 . f H ^ j m ) dt» , 
f Ä = 1 - O O 

w o b e i s chon jetzt d i e Ü b e r e i n s t i m m u n g mit ( 1 4 ) 
auf fä l l t . 

Tatsächl ich erhält m a n expl iz it f ü r ( 4 0 ) d ie R e -
la t i onen 

( 4 1 ) 

( 4 2 ) 

a<°> = 1 , 

aV ii 
i q(RT)1'* ' 

a = P i i ö, t] oRT 
( 4 3 ) 

Xmn ( 3 7 ) H. GRAD. Comm. Pure Appl. Math. 2, 325 [1949]. 



(3) 
ijk 

(4) 
' ijkl 

Qük l 
o(R T)'!--

Sijkl 

o(R T) Vi C/i + + 
( 4 4 ) 

A - <**/ + Pffc (3,7 + PU 

(<5/i dkl 

o(RT) - (J R T 

+ Pjk dd + Pji du, 

+ ^ik bji + i>u öjk) • ( 4 5 ) 

Eine physikal ische D e u t u n g ist nur bekannt f ü r d ie 
M o m e n t e bis e inschl ießl ich d e s j e n i g e n dritter O r d -
nung . Es liegt daher nahe , d ie R e i h e n e n t w i c k l u n g 
so abzubrechen , daß = 0 gesetzt w i r d . M i t 
H i l f e v o n Gl. ( 2 4 ) kann d a n n so später das M o m e n t 

vierter O r d n u n g unter Z u h i l f e n a h m e des Druckten-
sors e l iminiert werden . D a m i t ist d ie Re ihenentwick -
lung ( 3 9 ) vo l l s tänd ig g e g e b e n u n d die W a h r s c h e i n -
l ichkeitsdichte durch d ie ersten M o m e n t e ausge -
drückt . 

Es ist an dieser Stelle zu b e m e r k e n , d a ß d ie K o n -
vergenz der Entwick lung ( 3 9 ) f ü r den e i n d i m e n s i o -
nalen Fall bewiesen ist u n d h i e r v o n auf d ie K o n v e r -
genz des m e h r d i m e n s i o n a l e n Fal les gesch lossen w i r d . 
E i n e expl iz i te mathemat ische B e w e i s f ü h r u n g f ü r d ie 
K o n v e r g e n z im m e h r d i m e n s i o n a l e n Fall scheint bis 
jetzt nicht vorzu l i egen . 

4. Allgemeine Transportgleichung 

N a c h d e m die Wahrsche in l i chke i tsd i chte durch d ie M o m e n t e ausgedrückt w u r d e , soll nun ein Gle i chungs -
system für d iese lben a n g e g e b e n w e r d e n . D ies geschieht mit H i l f e der a l lgemeinen T r a n s p o r t g l e i c h u n g ( 9 ) . 
Setzt m a n für a d ie T e n s o r e n Vj Vj. . . e in, u n d n i m m t m a n d ie De f in i t i on der M o m e n t e , Gl . ( 1 4 ) . zu Hi l f e , 
dann f o l g t zunächst 

L M(>,) 4- V )t • y,ij ••• ' 
0 

' V, X ijl . . 
3 3 M{n) • 

or* 

= I mk [(-£- Vk, i Vkj . . . ö ( X k - x ) ; r ) + V ( V k , , + U,) ö(Xk - r ) ; /<*> 
k = i y. * 

+ s z <>•* " ( r " - r ) ; / o v ) > ? < * • « » - » > » / " " > • 

M a n hat ferner 

3 V k , i V k , j . . . d { ) ; f W \ = _M(n-1) 3 « l _m(«-i.i _ . . . = _ y Ml"-» 
3t ot 1••• dt — ot m 4= m 

u n d m/- (Vk,x + Uy ) 
oV/{, j Vk.j •• • 

= - M(n) -Hi y.l... ^ , M(n) - • • • u, -M'."-» U, 
K ' ' orv '••• c r.. 

= _ V l/'».i _ y M[n-1) ^ f 
— 3 r — 3rv »rt - III m 4= 

s o w i e Fy. V <Hr& - r ) ; / ( A ) / = Px { + + . . . } 
V /v, X T ^ 7n 

a vk.j 
3 i>ä,J 

5 = e e + - ö x 9 3 = e e + - u x 3 5 + - 2 3 x 3 3 , 

D a b e i darf man in der letzten G le i chung d i e äußeren b zw . , in K o m p o n e n t e n s c h r e i b w e i s e , 
K r ä f t e Z7* v o r das Integral z iehen, w e n n diese nicht e e 

v o n der Geschwind igke i t a b h ä n g e n , w a s zunächst F * = e E * + — e x X " u x ß u + — E x l " V l B . " ' 
a n g e n o m m e n werden so l l . I m Fa l l e e ines P l a s m a s 
j e d o c h ist Fy. v o n der G e s c h w i n d i g k e i t Ö a b h ä n g i g . w o b e i £*/« d ie LEVi-CiviTA -Tensordichte ist. A u f 
M a n hat G r u n d der o b i g e n Entwick lung erhält m a n d a n n so-



f o r t D i e B e z e i c h n u n g s w e i s e (E), (B) bedeutet , d a ß d ie 
r e | . y k . F e l d e r ü b e r d e n R a u m d e r gemitte l t s ind, e ine 
j e Ek + —e^fi U). B,, ^ + u j & ( r * _ r ) 5 / A u s s a g e , d ie d a n n s innvo l l w i r d , w e n n Be i t räge der 

j ^ e | S k a l e n inneren F e l d e r zu den ä u ß e r e n F e l d e r n hin-
— ' j e ( y-) + —£x/.uU/.{ <<)j 2_j i... *"> zugesch lagen w e r d e n . Z u r A b k ü r z u n g sei noch ein-

und " « e f ü h r t 

» « „ - r u f " ) 

(Bx) y M'n\ öxm D i e s e r A u s d r u d e l ie fert den Be i t rag der Wechsel -
c m dprri Wirkung „ i n n e r e r F e l d e r " . 

D a m i t f o l g t d i e a l l g e m e i n e T r a n s p o r t g l e i c h u n g nun zu * 

(46) + Y 

+ 2 ^ f f + 2 + 2 1 + 2 2 Ml?,~Ü fr 
m 4= m x * m 4= m * m x 

x ' m 4= m m m k = 1 * * 

D i e s ist zunächst e in Sys tem v o n Integro -Di f f e rent ia lg le i chungen zur B e s t i m m u n g der MW ( r , f ) . B e v o r 
d i e F r a g e d e r L ö s u n g dieses Sys tems diskutiert w i r d , sol l noch e in V e r g l e i c h mi t auf andere W e i s e g e w o n -
n e n e n T r a n s p o r t g l e i c h u n g e n durchge führ t w e r d e n . 

Es sei der Begr i f f d e r R a n d v e r t e i l u n g s f u n k t i o n e i n g e f ü h r t n ' 1 2 . D i e s e ist de f in ier t durch 

+ oo 

Fix,,...,:xk) = j . . . J f ( x 1 , . . . , x n ) dx f t + 1 . . . d x n ; n>k. 
— oo 

D i e R a n d v e r t e i l u n g s f u n k t i o n reduziert e ine n - d i m e n s i o n a l e V e r t e i l u n g auf e ine ^ - d i m e n s i o n a l e . I n f o l g e 

/ ( « „ . . „ « n ) - * dxj. . . dxÄ 

X, Xk +oo +OC 
d* 

f j J " ' f / ( : r i » " - » a ; * » a 5 * + i » ' " » a ; » ) d x „ . . . d x Ä . . . d z 1 dxx . . . dxA 
— oo —oc —oo —oo 

+ oo + oo 

= J . . . J f ( x i , . . . , x k , xk + xn) dxn . . . + 1 

— oo — oo 
+ oo + oo 

hat m a n f i x , , . . .,xk) = j . . . J / ( x 1 ? . . . , xn) dxA. + 1 . . . d.rn 

-oo —oo 

als D e f i n i t i o n der Randwahrsche in l i chke i tsd ichte . 

W e n d e t m a n e ine solche Integrat ion auf d ie L I O U V I L L E - G 1 . ( 6 ) an. d a n n f o l g t f ü r d ie Wahrsche in l i ch -
keitsdichte e ines e inze lnen Tei l chens 1 4 

N 3 / ( i ) 
dt 

* Hierin ist nun ^(ff) als nichtelektromagnetisdier Anteil der äußeren Kräfte gesetzt. 



D i e s e Gle i chung hat e ine g e w i s s e f o r m a l e Ähnl i chke i t mit der BoLTZMANN-Gleichung 

3/0) 
dt 

- + Ö 
3/0) 

~ 3 F ~ 
3/(.") 

3o 
(/(.«)' _ f(n) gbdbde düi. 

K I R K W O O D 1 4 hat geze igt , d a ß ( 4 7 ) unter sehr e inschränkenden B e d i n g u n g e n in Gl . ( 4 8 ) ü b e r g e h t . Setzt 
m a n d ie rechte Sei te v o n Gl . ( 4 7 ) g le ich A,N) und d ie rechte Seite v o n Gl . ( 4 8 ) A{f'\ d a n n erhält m a n 
o h n e weiteres f o l g e n d e T r a n s p o r t g l e i c h u n g 

— MW. 
dt >>ii 

+ l ! ? 
d r.. 1' 

v J J L j f (»+1) 
x v x 

m 4= m x % x m " ' x m ... 

2/3Fj, F j . . . ^(V) \ integrierte LiouviLLE-Gleichung; 
\ 3i> / X * 

aV,Vj... ^ (iU) \ BoLTZMANN-Gleidiun». 

( 4 9 ) 

i - i ) 
- 3r v 

- V F^M(n-^dxm = 

I 

M a n sieht s o f o r t , d a ß d ie Untersch iede in Gin . ( 4 6 ) 
u n d ( 4 9 ) nur in den rechten Seiten bestehen . D e r 
phys ika l i s che G r u n d h i e r f ü r ist s o f o r t e inzusehen, 
w e n n m a n bedenkt , d a ß d iese G r ö ß e n auf d e r rech-
ten Seite b e i m Ü b e r g a n g auf das G e s a m t s y s t e m sum-
m a t i o n s i n v a r i a n t l o s ind , s owe i t es sich u m Erhal -
tungssätze handelt . D i e so resul t ierenden m a k r o s k o -
pischen Erhal tungssätze f ü r das Gesamtsys tem müs-
sen im wesentl ichen u n a b h ä n g i g v o n der v e r w e n d e -
ten statistischen G r u n d g l e i c h u n g sein. Untersch iede 
m a c h e n sich b e m e r k b a r bei den G l e i c h u n g e n f ü r d ie 
T r a n s p o r t g r ö ß e n , d i e wesentl ich durch d ie „ i n n e r e n " 
Fe lder bes t immt s ind . 

II. Allgemeine Form der hydromagnetischen 
Gleichungen und der Maxwellschen Gleichungen 

für Mikrofelder 

1. Die Hamilton-Funktion für ein Plasma 
mit Berücksichtigung der Strahlung 

Z u r E x p l i z i e r u n g der T r a n s p o r t g l e i c h u n g e n aus 
der a l l geme inen T r a n s p o r t g l e i c h u n g ( 4 6 ) w i r d die 
HAMiLTON-Funktion f ü r e in Sys tem g e l a d e n e r Tei l -
chen in W e c h s e l w i r k u n g mit e l ektromagnet i s chen 
F e l d e r n ' ' 1 6 e i n g e f ü h r t . 

H = Z H k + V / / , + i v 
k 

Teilchen Transversal-
Wellen 

1_ y e-, ek 

Uk r i k 

Longitudinal-
Wellcn 

k 

H,= 

Der erste T e r m in der HAMiLTON-Funktion g ib t d ie 
kinetische E n e r g i e der Te i l chen u n d d e r e n Wechse l -
w i r k u n g mit der S t rah lung an. D e r zwei te T e r m 
stellt d ie E n e r g i e der S t rah lung dar , w ä h r e n d der 
dritte d ie (CouLOMBsche) W e c h s e l w i r k u n g der Te i l -
chen untere inander ausdrückt . Bei d ieser Dars te l lung 
w u r d e das elektrische F e l d in 

e = ee + etrans+@c 

und das magnet i sche Fe ld in 

= W + 

ausgedrückt , w o b e i 

A- = l 

u — r 
ik- r!3 

der durch CouLOMBsche Wechselwirkung entstehende 
Anteil und 

d r 
= 0 

der transversale Ante i l a m elektrischen Fe ld ist. 
D i e Fe lder ( ? t r a n s u n d S31 w e r d e n durch d ie Fou -

RIER-Ansätze 

1 4 J . G. K I R K W O O D , J . Chem. Phys. 1 5 , 72 [1947]. 
1 5 J . O . HIRSCHFELDER, C . F . CURTISS U . R . B . B I R D , Molecular 

Theory of Gases and Liquids. Wiley & Sons, New York 
1954. S. 460. 

10 W. HEITLER, The Quantum Theory of Radiation. Oxford 
Univ. Press, London 1945. 



® - I > l | x ä j | r . ä [ + i ^ = 0 . 

s o w i e 
dargestel l t , w o b e i ö l das V e k t o r p o t e n t i a l u n d px, qx 3 / 3 \ v 2 

die F e l d k o o r d i n a t e n s ind . 3 r \ 3 r ~ * ^ — V = ^ ' 
F ü r 51 u n d 21;. ( r ) g i l t 1 6 

2 l = 2 > . ( * ) 2 l ; . ( r ) , 

Für 31;. gilt f e r n e r d ie O r t h o g o n a l i t ä t s r e l a t i o n 

t , . 2 L ) = 4 Tic'-Öxu. 

g / Q^p \ j 
• ( j "^r P̂ = ~ 4 71 Qe ? D a m i t werden die P o i s s o N - K l a m m e r n 

3 - 2 t j = 0 . 

«] - 2°* • i + 2 & •+1 sr f + : x ® * e + * } £ 
A A 

+ 2 i K 2 
/c = l 

r/v — r 

r*— r|3 

1 3a 
+ 2 V ek*k.%x{Xk)-vx2qx " 

X 1 k = \ c J 3P>-
( 5 0 ) 

2. Die Maxwellschen Gleichungen für Mikrofelder 

M i t d e m A u s d r u d e ( 5 0 ) u n d der T r a n s p o r t g l e i c h u n g der F o r m ( 7 ) u n d ( 9 ) w u r d e n d i e MAXWELLschen 
G l e i c h u n g e n der E l e k t r o d y n a m i k abgele i tet f ü r den klassischen F a l l 7 w i e auch f ü r den q u a n t e n m e c h a n i s c h e n 
F a l l 3 . Es w u r d e so geze igt , d a ß d iese G le i chungen auch für d ie P l a s m a m i k r o f e l d e r gü l t i g s ind . D i e s e Gle i -
c h u n g e n lauten, z u s a m m e n mit d e r Kont inu i tä t sg l e i chung . 

% + { J > » * ; / « ) = t e , Q + ^ . u - o . ( 5 1 , 5 2 ) 

H <»'> - 1 ( 2 x - T < 4 x 2 > >m)> 

/. x 

= r x ( « P > , i | < s , > + ^ x ( e ' ) = 0 . ( 5 3 ) 

i _ 3 ( g . ™ » } _ _ / y ( y « ^ . „ _ n , \ % l ( t ) . f 

c dl c c I / 

- - TAB" 2 2 K • * < » * ) ) * ( R ) : / W ) + X 2 S « 4 X A ( T ) ' / < Ä ) ) ; 

|tranS = / i _ y v (ö* • SQ(r* ) ) s t i ( r ) ; / w ) , ( 5 4 ) 

J_ 3
 ( g
trans

) +
 f ™

 = X
 («gi) . (55) 

c ai c ot 



~ - * { M < r , - t > - X X lm)> 

f r - < | e * f » ) - 1 / w > ' 

- | - ( e c ) + ~ i l ' " , s = 0 . ( 5 7 ) 
C 3( C 

F ü r d ie G e s a m t f e l d e r @ = + e t r a n s + (S c ; 

= ^ + f o l g t : 

mi t GL ( 5 3 ) 

J L x < e ) + | | < S 3 H 0 ; 

mit Gin . ( 5 5 ) u n d ( 5 7 ) 

Ferner f o l g t 
3 . ( 3 9 ) = 0 ; 3 . < ® ) « 4 * < > e . 

or J i 

3. Die hydromagnetischen Gleichungen 

Es w e r d e n nun zuerst d ie h y d r o m a g n e t i s c h e n Glei -

w o b e i 

D i e s e r A u s d r u c k ist a b e r nicht gle ich 

w i e er lauten m ü ß t e , w e n n m a n — wie b i sher üb-
lich 1 7 — d iese G l i e d e r zu den Ausdrücken für das 

chungen abgele i tet und diskutiert . Mi t 
N 

a= ^ m k d { x k - x ) 
Ar = 1 

erhält m a n aus ( 9 ) o d e r ( 4 6 ) d ie Kont inui tätsg le i -
chung 

3°„ 3 / ^ \ 3o„ 3 /• \ /-» 
at d r at o t 

( 5 8 ) 

w e n n o , = i m , £ d ( x Ä - r ) ; M 
Ä = 1 

die Massend i chte der y-ten P l a s m a k o m p o n e n t e ist. 

Mit o , Ö , = m , V M ( r * - r ) ; / w ) 

erhält m a n d i e B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n ( I m p u l s s a t z ) . 

( 5 9 ) 

(60) 

ä u ß e r e Fe ld h inzusch lagen wol l te . Es ze igt sich so-
mit , d a ß sich d iese h ier a n g e g e b e n e n h y d r o m a g n e t i -

1 7 S . C H A P M A N u. T. G. C O W L I N G , Mathematical Thoory of Non-
uniform Gases, Cambridge Univ. Press, Cambridge 1952, 
S . 1 7 8 . 

1 . 
e . + e x + !T?(g> G , 

3 3 
(/'»•, j + Qr Uj) + V [Pv, ij + Ux jv, j + Uj jv, x + QvUxUj] 

ät 1 dr„ 

= C r J , 

& = ( e , 2 fc' + X 8 * 1 } <5 ( r , - r ) ; / w 
k*=l 

' n l « I A 
3 r x ^ ( r ) } < 5 ( r , - r ) ; / w } 

= Q > { & 1 ) + y ( 2 [ ö * x < 5 ( r Ä - r) ' . c 



sehen G le i chungen nicht vo l l s tänd ig auf d i e j e n i g e n 
z u r ü c k f ü h r e n lassen, d ie b i s h e r als zutre f f end ange-
sehen w u r d e n , w o r a u f auch schon B R I T T I N 3 h i n g e 
wiesen hat. 

III. Aufstellung eines Systems partieller Differen-
tialgleichungen zur Bestimmung der Momente 

1. Diskussion der erforderlichen Näherungen 

D i e wesentl iche Schwier igke i t in der A n w e n d u n g 
der exakten h y d r o m a g n e t i s c h e n G l e i c h u n g e n l iegt 
d a r i n b e g r ü n d e t , d a ß b i s jetzt n o c h ke in V e r f a h r e n 
zur L ö s u n g des Integrals ( 6 0 ) bekannt ist. 

M a n k a n n nun als N ä h e r u n g v o n v o r n h e r e i n ü b e r 
d ie inneren Fe lder mittein u n d diese A n t e i l e zu den-
j e n i g e n der äußeren F e l d e r h i n z u f ü g e n , j e d o c h g ibt 
m a n dami t d ie M ö g l i c h k e i t e iner exakten Beschrei -
b u n g m i k r o s k o p i s c h e r Ersche inungen i m P l a s m a auf . 
D e n n f ü r e ine Betrachtung m i k r o s k o p i s c h e r Erschei -
n u n g e n ist es g e r a d e wicht ig , den exakten Ver lau f 
d ieser inneren F e l d e r als F u n k t i o n v o n r u n d t i m 
Z u s a m m e n h a n g mit der Wahrsche in l i chke i tsd ichte 
zu kennen . 

U m a b e r wenigstens e in G le i chungssys tem f ü r d ie 
T r a n s p o r t g r ö ß e n zu erhalten, welches unter Umstän -
d e n als A u s g a n g s p u n k t f ü r e ine b r a u c h b a r e ge-
näherte B e s c h r e i b u n g m i k r o s k o p i s c h e r V o r g ä n g e 
v e r w e n d e t w e r d e n kann , so l l e ine so lche Mi t te lung 
ü b e r d ie inneren Fe lder durchge führ t w e r d e n . Dieses 
V e r f a h r e n scheint i m m e r d a n n zutre f fend , w e n n zu-
m i n d e s t d i e V o r a u s s e t z u n g g e g e b e n ist, d a ß d ie mitt-

10 
cm 

10' 

-c 10 

lö5 

10 
-10 

y s 
/ .. 

/ / 
/ / , 

p=1Ö2Atmy 

/ 
/ 

/ / 

- v v / / / / x / / / 

/ 
/ 

/ 
/ / 

/ / / 
' ^ / 

V 

s y y 
'/i0°/y 

loy / / 
/ 

/ 
/ / 

\P=10~2Atm. 
<S10 

X7(T 

10 10 10 10?°K 10 

Abb. 1. DEBYE-Radius h und mittlere freie Weg-
länge X in einem Plasma (Gleichgewicht!) als 
Funktion der Temperatur T mit dem Gesamtdruck p als 

Parameter. 

lere f r e i e W e g l ä n g e / f ü r e ine A b l e n k u n g u m zi\2 
g e g e n ü b e r d e m DEBYE-Radius h sehr g r o ß ist. In 
d i e s e m Fall ist d a n n h d i e charakteristische L ä n g e 
i m P l a s m a f ü r elektrische Ersche inungen . F ü r ma-
gnet i sche E r s c h e i n u n g e n ist j e d o c h der Gyrat i ons -
r a d i u s als charakterist ische L ä n g e anzusehen. In 
A b b . 1 s ind ). u n d h veranschaulicht . M a n sieht, d a ß 
d i e h i e r g e m a c h t e A p p r o x i m a t i o n mit e in iger Be-
r e c h t i g u n g f ü r T e m p e r a t u r e n o b e r h a l b 1 0 5 ° K u n d 
nicht zu g r o ß e D r u c k e verwendet w e r d e n kann . 

2. Die Momentengleichungen als partielle Differentialgleichungen 

D i e a l l g e m e i n e T r a n s p o r t g l e i c h u n g lautet d a n n : 

I , + 2 5-jfC+V +u „JL Jf(«) V,Xl] .. 

dujL + 2 MW d l 

V m 

_ V L Er. + u, B, + F f l y Jf O»"« ör.m - 2 ^ e,-,u B„ £ dxm = 0 
x c vi +m x m 4= m 

+ 2 ^ f + 2 [ * £ } / . . . i e + 2 K L . . t : + 2 2 t : 
m 4=m m 4= m y-

(61) 

w o b e i F, = e Ex + e ExXu u, B„ + e exifi Vi B„ + F\?> (62) 

die ä u ß e r e n K r ä f t e z u s a m m e n mit d e m Be i t rag der i n n e r e n Fe lder darstellt . In d iesem Z u s a m m e n h a n g 
s iehe auch C H A P M A N u n d C O W L I N G 1 8 . F ü r ( 5 u n d ge l t sn d a n n d ie MAxwELLschen Gle i chungen . 

1 8 S . CHAPMAN U. T . G . COWLING, 1. c . 1 7 , S . 3 2 3 . 



Aus der Transportgleichung (61) lassen sich nun sofort die Gleichungen für die Transportgrößen Mas-
senstrom j i , Drucktensor P,j und Wärmestromtensor Qjj/ angeben. Es ist 

d • , or ;j \ , ^ öui , v out • , du.. • , ou 
37 1 + 2 U f f + u * T H + ^ + 2 a r * + 3 7 7 * + ^ B* 37 

- o„ L. Ei + e'' £üu uBn + F[a) 1 - 6l' ß ( ( = 0 ; (63) 
l C ] c 

+ 2 + + ( i r J ^ + J ^ ) + y ( I dt ^ \ drx drx j \ dt dt J \drx 3rx dry 

+ j + ux ^L jv, i) - j v , i L Ej + e" Elia ux B„ + F/4 
orx orx ) ( c ) 

- jr.i U Ei + c" Eüu m B„ + F-W1 _ V A Exxu B» {Pv,ijöxl + Pr.u dxj} = 0 ; ( 6 4 ) 
{ c > ~ c 

dt ~ \ 3Tx 3r>i J \ dt dt dt J 

, v^ / du-, ^ , duj n , du/ n du n dur D , dui D , 3uj D \ 
+ > ^r-1 Qv, ju + ~~ V>, Ux + -TT— V>, ijx + — (Jr, Hl + Ux P>, ji + Ux -5T— P>,+ u* P>, ü 

f \ a r x 3rx drx drx drx drx drx ) 

- Pv, ji j e , Ei + Eixfl ux B„ + F , M - Pv, u { e , Ej + A ux B„ + - Pv, u |e„ + m« u;. ß „ + F / ' ^ j 

- 2 { t + Q'<> 6'-> + < M } = 0 . 

In Gl . ( 6 5 ) ist 5»., ijlx = — [Pv,UP>;lx + P„U Pyjx + Pv.ixPr.il] . 

Dies ist ein System niditlinearer partieller Differen-
tialgleichungen erster Ordnung für die Transport-
größen. Zusammen mit den hydromagnetischen Glei-
chungen hat man ein System zur Berechnung charak-
teristischer makroskopischer Größen in der Plasma-
dynamik. 

3. Diskussion der Anwendbarkeit. 
Möglichkeiten zur Erweiterung 

Wie bereits erwähnt, läßt sich die hier angegebene 
Lösung nicht für eine zufriedenstellende Beschrei-
bung mikroskopischer Erscheinungen im Plasma 
verwenden. Dies liegt im wesentlichen daran, daß 
über die Mikrofelder integriert wurde und somit be-
reits von vornherein kumulative Effekte betrachtet 
werden. Diese außerhalb des DEBYE-Radius statt-
findende Plasmawechselwirkung gibt bekanntlich 
Plasmaschwingungen, die dann unter Zuhilfenahme 
der MAXWELLschen Gleichungen berechnet werden 
können. Es wurde bereits gezeigt, daß die M A X W E L L -

schen Gleichungen auch für die Plasma-Mikrofelder 
gültig sind. Es wurde weiterhin angenommen, daß 

Stöße innerhalb des ÜEBYE-Badius vernachlässigbar 
seien. 

Die Einführung der Mittelung über die inneren 
Felder bedingt, daß eine Beschreibung durch das an-
gegebene Gleichungssystem nur solange gültig ist, 
solange der Begriff der makroskopischen Obser-
vablen nicht durch Schwankungserscheinungen hin-
fällig wird. Dies ist in einer anderen Arbeit1 9 disku-
tiert. 

Das abgeleitete Gleichungssystem jedoch eignet 
sich zur Beschreibung des makroskopischen Verhal-
tens von vollionisierten Plasmen geringer Dichte. 
L ber die bisher gebräuchlichen Gleichungen hinaus 
stellt es ein in sich geschlossenes System dar, da es 
gleichzeitig die Bestimmungsgleichungen für die 
Transportgrößen enthält. Außerdem ist eine zeitliche 
Änderung der Transportgrößen gegeben, so daß eine 
Betrachtung von Relaxationsvorgängen möglich ist. 

19 H. J. KAEPPELER, On the Phenomenological Equations of 
Fully Ionized Plasmas Derived from a Statistical Descrip-
tion. IVth Int. Conf. on Ionization Phenomena in Gases. 
Uppsala, August 1959. 



Zu den üblichen phänomenologischen Gleichungen 
der Magnetohydrodynamik kommt man von dem 
hier angegebenen System auf einfache Weise. Zuerst 
wird die Zeitabhängigkeit der Transportgrößen fal-
len gelassen (relaxationsfreie Einstellung) und dar-
aufhin macht man den bekannten linearen phäno-
menologischen Ansatz zwischen Kräften und Flüs-
s e n 2 0 ; zuletzt wird die Einwirkung der Viskosität 
auf die Wärmeleitung und umgekehrt vernachlässigt. 

Ansätze zu einer Erweiterung wären mit einer 
näherungsweisen Behandlung der Wechselwirkung 
innerhalb der DEBYE-Sphäre zu beginnen. Bisher 
wurden hierfür die Stoßintegrale für Zweierstöße 
oder Entwicklungen von FOKKER—PLANCK-Termen 
verwendet. Es könnte mögl ich sein, über die F O K K E R — 

PLANCK-Gleidhung und einem Ansatz für eine Grup-
pendiffusionsmethode weiter zu kommen. Eine wei-

tere wesentliche A u f g a b e wäre in einer sorgfältigen 
Ausdeutung der in den MAXWELL-Gleichungen für 
Plasma-Mikrofelder vorkommenden einzelnen Terme 
zu sehen. 

Zuletzt dürfte es interessant sein, in Analog ie zur 
Gasdynamik mit dem hier vorgelegten Differential-
gleichungssystem ein Charakteristikenverfahren der 
Magnetohydrodynamik zu entwickeln. 

Der Verfasser hat Herrn Prof. H Ö C K E R für förderndes 
Interesse und wertvolle Diskussionen zu danken. Eine 
Kurzfassung dieser Arbeit wurde anläßlich der Fusions-
arbeitstagung im MPI in München (9. Dezember 1958) 
vorgetragen. Für die dem Vortrag folgende Diskussion 
und die daraus hervorgehenden Anregungen ist der Ver-
fasser Herrn Prof. S C H L Ü T E R zu Dank verpflichtet. 

2 0 J . 0 . HIRSCHFELDER e t a l . , 1. c . 1 5 , S . 4 9 5 , 7 0 9 . 

N O T I Z E N 

Messung der Energie zur Bildung eines Gitter-
defektes in verschiedenen A m B v - V e r b i n d u n g e n 

durch Elektronenbestrahlung 

V o n R . B Ä U E R L E I N 

Forschungslaboratorium der Siemens-Schuckertwerke AG. 
Erlangen 

(Z. Naturforschg. 14 a, 1069—1071 [1959] ; eingeg. am 26. Oktober 1959) 

Beim Streuprozeß schneller Elektronen an Gitter-
atomen wird bei genügend hoher Elektronenenergie 
gelegentlich auf ein Gitteratom eine so große Energie 
übertragen, daß dieses seinen Gitterplatz verlassen 
kann. Dabei entsteht im Gitter ein Fehlstellenpaar, 
nämlich ein Zwischengitteratom und eine Leerstelle. 
Neben der Zahl der pro einfallendes Elektron gebilde-
ten Defekte interessiert hauptsächlich noch die Mindest-
energie, die auf das Gitteratom übertragen werden muß. 
um diesen Prozeß auszulösen. Die Größe dieser Ener-
gie läßt Rückschlüsse auf die Bindungsfestigkeit der 
Gitteratome im Kristallverband zu. 

Bei den Halbleitern der IV. Gruppe des Periodischen 
Systems, Si und Ge, ist dieser Energiewert bereits be-
kannt. Zu seiner Bestimmung sind zwei Methoden an-
gewendet worden, die sich durch die Art, wie das Auf-
treten von Gitterfehlstellen beobachtet wird, unterschei-
den. Aus der Änderung der Leitfähigkeit elektronen-
bestrahlter Ge-Proben haben K L O N T Z und L A R K H O R O -

W I T Z 1 für diese Energie 31 eV, V A V I L O V U. a. 2 22 eV 
und B R O W N und A U G U S T Y N I A K 3 1 4 , 4 eV erhalten. Lo-
FERSKI und R A P P A P O R T 4 bestimmten die gleiche Energie 

1 E . E . K L O N T Z U. K . L A R K HOROWITZ. Phys. Rev. 86. 6 4 3 [ 1 9 5 2 ] . 
2 V . S . VAVILOV, L . S . SMIRNOV, G . N . GALKIN. A . V . SPITSYN U. 

V . M. PATSKEVICH, J. Tech. Phys. USSR 26. 1865 [1956], 

aus der Änderung der Diffusionslänge in elektronen-
bestrahlten p-n-Sperrschichtelementen für Ge zu 14,5 
und Si zu 12,9 eV. 

Unsere Arbeit befaßt sich mit der Bestimmung dieser 
Energie an den A111 Bv-Halbleitern InP, GaAs und 
InAs. Da wir von diesen Substanzen Sperrschichtele-
mente erhalten konnten, wählen wir die zweite der 
oben beschriebenen Meßmethoden, die sich gerade zur 
Bestimmung von Schwellwerten besonders eignet. Bei 
diffundierten p-n-Übergängen läßt sich die empfind-
liche Schicht nahe an die Oberfläche legen, in jene Zone 
also, in der bei der Bestrahlung mit Elektronen auch 
die hauptsächlichen Effekte stattfinden. 

Die für die Bestrahlungsexperimente benötigten 
schnellen Elektronen werden mit einer Hochspannungs-
anlage in GREINACHER-Schaltung beschleunigt, die es 
gestattet, die Hochspannung zwischen 50 und 500 kV 
kontinuierlich und genau einzustellen. Aus dem Elek-
tronenstrahl wird ein l / 2 — 1 m m 2 großes Bündel aus-
geblendet, das unmittelbar darauf das zu untersuchende 
Sperrschichtelement trifft. Die Bestrahlungsdichten vari-
ieren zwischen 1 0 - 5 und 1 0 _ 4 A / c m 2 . Gleichzeitig wer-
den bei der Bestrahlung der Elektronenstrom ye als 
Ableitstrom gegen Erde und der Diffusionsstrom jK des 
Sperrschichtelementes im kurzgeschlossenen Außenkreis 
gemessen. Für das Verhältnis dieser beiden Ströme und 
der Konzentration NT der Rekombinationszentren be-
steht folgende Beziehung4 : 

N T - ( ; V ; K ) 2 . ( L ) 

Diese Beziehung folgt aus der Theorie der Sperrschicht-
elemente unter der Annahme, daß die Reichweite der 

3 W. L. BROWN u. W. M. AUGUSTYNIAK. J. Appl. Phys. 30. 1 3 0 0 

[1959]. 
4 J. J. LOFERSKI U. P. RAPPAPORT. Phys. Rev. 111. 432 [1958], 


