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Wer. enthalten den Einflul der Elektronenwechsel-
wirkung bis zur zweiten Naherung.

Wird Eigenmagnetfeld oder Longitudinalfeld je
fur sich betrachtet, so lassen sich die Naherungen
n-ter Ordnung angeben.

auch fiir den Fall eines vorgegebenen Magnetfeldes,
das sowohl das Eigenmagnetfeld als auch ein Longi-
tudinalfeld umfaf}t, berechnet werden konnen. Die
hierfir angegebenen Formeln fiir die Stromdichte
jerw und die Warmestromkomponenten Wer, und
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Ausgehend von der LiouviiLe-Gleichung werden mit Hilfe der Methoden der mathematischen
Statistik die makroskopischen Gleichungen fiir ein vollionisiertes Plasma abgeleitet. Eine allgemeine
Hawmicron-Funktion fiir vollionisierte Plasmen, welche auch Strahlungsemission und Wechselwirkung
zwischen Strahlung und Materie beriicksichtigt, wird aufgestellt und dient zur Ableitung der
MaxweLLschen Gleichungen fiir Plasma-Mikrofelder und allgemeiner hydromagnetischer Gleichungen.
Durch die Auffassung der Losung der Wahrscheinlichkeitsdichte in der LiouviiLe-Gleichung als
Momentenproblem ergibt sich ferner ein System von Integro-Differentialgleichungen zur Darstellung
der eingefiihrten Partialmomente, die sich gleichzeitig als die Transportgroen deuten lassen, die in
den makroskopischen Gleichungen auftreten. Die Momentengleichungen werden ebenfalls aus der
Bovrrzmany-Gleichung hergeleitet. Die beiden Beschreibungen gehen ineinander iiber und man erhilt
gleichzeitig ein losbares System von partiellen Differentialgleichungen, wenn man von vornherein
tiber die inneren Felder im Plasma mittelt und nur deren kumulative Wirkung beriicksichtigt. Dies
erscheint erlaubt fiir den Fall, dal die mittlere freie Wegldnge grof3 gegen den Desye-Radius ist.
Es wird diskutiert, warum die so erhaltenen Gleichungen nicht geeignet sind, eine zufriedenstellende
Beschreibung mikroskopischer Erscheinungen im Plasma zu geben, jedoch ein in sich geschlossenes
System fiir die Anderung makroskopischer Observablen darstellen, die ferner geeignet sind, Relaxa-
tionserscheinungen von Transportgroflen zu erfassen.

Eine der wesentlichen Aufgaben der theoretischen Verfasser eine Behandlung mehrkomponentiger,

Plasma-Physik ist die Ableitung geeigneter Gleichun-
gen, die eine vollstindige Beschreibung makrosko-
pischer, wie auch mikroskopischer Erscheinungen im
Plasma erlauben. So z.B. haben Brueckxer und
Warsox ' 2 makroskopische Gleichungen aus der
Borrzmans-Gleichung und Brirrin? sehr allgemeine
hydromagnetische Gleichungen aus der LiouviLLE-
Gleichung abgeleitet. In friiheren Arbeiten*~7 von
Verf. und Mitarbeitern wurde versucht,
Grundlagen zur statistischen Behandlung von mehr-
komponentigen, reagierenden, nicht-isothermen Plas-
men auszuarbeiten. Besondere Beachtung wurde da-
bei der Anwendung und Erweiterung der Grapschen
Methode 8 der Losung der Borrzmann-Gleichung fir
den Fall von Plasmen ™7 geschenkt.

Kurz vor Fertigstellung dieser Arbeit wurde dem
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nichtreagierender Plasmen von Kovropxer ? bekannt.
Diese baut auf der Losung der Bortzmann-Gleichung
nach der Grapschen Methode auf und ist im wesent-
lichen dasselbe Verfahren, iiber welches der Verfas-
ser zum ersten Mal auf dem IUTAM Symposium
iiber Grenzschichtforschung® im August 1957 be-
richtete.

Die Losung der StoBintegrale fiir Couroms-Wech-
selwirkung ist von KovopNer auf andere Weise
durchgefiihrt worden als wie beim Verf. 7.

Beim Grapschen Verfahren zur Losung der Bovrz-
MaNN-Gleichung wird die Wahrscheinlichkeitsdichte
in eine Reihe hermitescher Polynome entwickelt, wo-
bei sich die Koeffizienten der Entwicklung als Par-
tial-Momente der zu suchenden Verteilung ergeben,
d. h. die Losung wird als Momentenproblem der ma-
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STATISTISCHE BESCHREIBUNG VOLLIONISIERTER PLASMEN

thematischen Statistik aufgefait. Im Grapschen Falle
(einkomponentiges Gas MaxwerLscher Molekiile)
ergeben sich dann aus der Bortzmann-Gleichung die
verschiedenen partiellen Differentialgleichungen zur
Darstellung dieser Momente. In der von Verf. und
Mitarbeitern durchgefithrten Erweiterung dieses Ver-
fahrens fiir den Fall mehrkomponentiger, nichtiso-
thermer und reagierender Plasmen ergibt sich eben-
falls ein System partieller Differentialgleichungen
fir die Momente.

Ein solches Verfahren wire nun an sich geeignet,
makroskopische wie auch mikroskopische Erschei-
nungen in Plasmen zu behandeln. Fiir erstere hat
man die verschiedenen Erhaltungssdtze und Trans-
portgleichungen, fiir letztere kann eine Betrachtung
des Verlaufs der Wahrscheinlichkeitsdichte heran-
gezogen werden. So z. B. konnte man nicht nur die
Anderung makroskopischer Gréfen des Systems

1057

beim Durchgang durch eine StoBwelle im Plasma
berechnen, sondern auch mit Hilfe der Wahrschein-
lichkeitsdichte das Verhalten einzelner Elektronen
und Ionen an der Diskontinuititsstelle untersuchen.
Jedoch ist bekannt, daB die Bortzmans-Gleichung
fiir ein Plasma deshalb nicht giiltig ist, weil die
HamiLron-Funktion eines Plasmas nicht in den Ko-
ordinaten der Einzelteilchen separierbar ist und so-
mit keine Beschreibung im w-Raum zulafit. Obwohl
fiir den Fall der Transporterscheinungen eines Elek-
tronengases in Festkorpern!® gezeigt wurde, dafl
die BortzmMann-Gleichung fiir den Fall extremer Ver-
diinnung giiltig wird, diirfte es zweifelhaft sein, da-
mit im Falle eines Plasmas eine zufriedenstellende
Beschreibung mikroskopischer Vorgiinge zu erhalten.
Aus diesem Grunde wurde eine Losung der LiouviLLe-
Gleichung mit Hilfe des Momentenproblems versucht,
die im folgenden diskutiert werden soll.

I. Statistische Grundlagen
1. Wahrscheinlichkeitsdichte, Momente, Liouville-Gleichung

Essei FM (1y,...,Tx; Pys---

,Py; t) eine (6 N+ 1)-dimensionale Verteilungsfunktion im KoLmocoroFF-

schen Sinne!!-12, Die (6 N + 1)-dimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte ist dann

f(N)(Il,...,Ifgv; pl""

s Pust) =d® FM(x,, ...,

TN Prse--sPyst)/dry...deydp, ... dby.

Die Phasenpunkte im 6 N-dimensionalen I'-Raum haben dabei die Ortsvektoren 1; und die Impulsvek-

toren ). .

Ty; Py

/.jffm(rl,...,

s Pyst) dry.n.

¢t ist die Zeit. Fiir V) gelte die Normierung

drydp;...dpy=1. (1)

Das Partialmoment (Impuls—Moment) m-ter Ordnung ist

Mzgfr.l.f.im(rla""rl\'; t) =/ ./.'pll v

)(rl,...,r_’\'; Dl,...,p_\';t) dpldp\. (2)

Den zeitlichen Erwartungswert einer beliebigen dynamischen Variablen a erhilt man zu

(@) = (a3 f®)

/ / fw(ll,....r\,pl,...,

px;l) drl...dr.\' dpldpx (3)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, den k-ten Phasenpunkt bei 1 anzutreffen, ist

/ /,W)(rl,....r\,p1

10 W. Konx u. J. M. Lurrincer, Phys. Rev. 108, 590 [1957];
109, 1892 [1958].

11 A. N. KoLmocororr, Foundations of the Theory of Proba-

bility, Chelsea Publ., New York 1950.

..,pA\';t)drl...

drk_1 drk+1 & % dr_\' dpl .- dpy,

12 . CramEr, Mathematical Methods of Statstics, University
Press, Princeton 1956.
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wobei die Integration iiber die Ortsvektoren mit Ausnahme von 1) und iiber alle Impulsvektoren auszufiih-
ren ist. Unter Einfihrung der Diracschen 6-Funktion erhélt man fiir die Wahrscheinlichkeit pro Volumen-

einheit, daf} der k-te Phasenpunkt zur Zeit ¢t am Ort 1 anzutreffen ist,

(01 —1) ;5 fV f

/o(r,—r) f® (1, ..

o Tns Pys e, bast)dry . deydpy ... dby.

Den Beitrag des k-ten Phasenpunktes zum Erwartungswert einer dynamischen Variablen am Ort 1 zur

Zeit t erhalt man zu
(ad(1p—1) ;5 fV

und der Beitrag aller Phasenpunkte ist demzufolge

N
Z (ad(rp—1); fM) Yf e [20(t)—1) fM (tysennstys Dyserns Dyst)dry ... dry dpy ..

>=/:-ffaé(r/.-~r> [ (...,

Txs Wy ovnts DNG t) dl’l "y dl'.\‘ d‘pl 3B dp\

.dpy  (4)

Wendet man dies auf das Partial-Moment m-ter Ordnung (2) an, so folgt schlieflich

M(nz) e (I' t) = Zf fpll

Damit sind die M nur Funktionen von 1 und ¢.

Es sollen zunichst noch einige Bemerkungen tiber
Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsdichte gemacht
werden. In der mathematischen Statistik ist bekannt-
lich die Wahrscheinlichkeit P per axiomem einge-
fiihrt. Der Zusammenhang zwischen Wahrscheinlich-
keit P, Verteilungsfunktion F und Wahrscheinlich-
keitsdichte f ist

Pz, <z < 1) =/;(x) dxr =F () — F(z,)

Pz <)) = [f(z) dr=F(z,)

() =F'(z) .

Dabei ist z(A4) eine Zufallsvariable und x(4) = x(A)
die Realisation dieser Zufallsvariablen. Es konnen x
und f(z) vollig kontinuierliche Groflen sein. Jedoch
gibt die Realisation der Zufallsvariablen immer
einen diskreten Wert. Dies besagt. daf} ein Teilchen
z. B. ein vollig kontinuierliches Spektrum maglicher
Geschwindigkeiten haben kann. bei einer Messung
am Ort 1 zur Zeit ¢ aber nur ein diskreter Wert die-
ses Spektrums beobachtet (realisiert) wird. Damit
kann die Wahrscheinlichkeitsdichte eine vollig kon-
tinuierliche Funktion sein (was mathematische Er-
fordernisse befriedigt), obwohl man ein System von
N diskreten Teilchen betrachtet (was der physikali-
schen Tatsache entspricht), wobei das Feststellen

d(tp—1) fM(1y,...,

53 pl Ty pN; t) drl S drj\' dpl e dp‘y . (5)

dieser diskreten Teilchen jedoch nur durch eine Mes-
sung erfolgen kann. Hierauf ist bereits frither 7 aus-
fithrlich hingewiesen worden.

Gelten die Gesetze der klassischen Mechanik, dann
ist die zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeits-
dichte /™ im I'-Raum gegeben durch die LiouvILLE-
Gleichung

DN 3™
Dt

+[H, fM] = (6)

wobei [H, ] die Poisson-Klammern und H die
Hamivron-Funktion ist. D/D¢ ist der Stokes-Ope-
rator.

2. Aufstellung der Transportgleichung

Die zeitliche Anderung einer GroBe (a) ist

D tay =B fuy {0y = (B2 gy Jy. BION

50 (4= (@S0 = (s 1) e =5 )
Substituiert man nun (6) in die obige Gleichung,

dann folgt

ay /Sa

t  \d:

;ft,\‘);\/ — (a3 [H, [™]).

Anwendung des Greenschen Satzes auf den Raum
der 1; und D ergibt, daB die Poisson-Klammern
sich wie ein antisymmetrischer Operator gegeniiber
einer Vertauschung von a und /) verhalten. Damit
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resultiert

S@ = (55 M)+ ((Hadi ) (7)

oder, wegen

O yq. fmy _ /B2 . qm\_ 0 /SH 3a OH
ot (a3 £7) \a:’f / gl\am i dry
— 2 (a; f0)
= S - (3

f(zv.\ ka\ . au
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[H, ]*Z(m'm"m'a’&)

ergibt sich schlieBlich als allgemeine Transportglei-
chung,

Ty (8)

MY — z { Fe+®0)- 225 f™) =o0.

k=

Diese Gleichung kann noch etwas umgeformt werden. Mit

<Dk' airkaa(l'k—r);f(m> =— %'<Pka5(rk—r);f(N)>+<Dk%5(rk—r);f(N)\

wegen ai[k&(rk_r) .

9 —1): fmy 4 9 1
8t<a6(rk 05 ) + a:{k mk

Mz LM2

k

3
ﬁé(rk—r)

folgt

—(Dkaé(rk—r);f‘”)>}— % (tp—1) ;5 f™ 9)

N
71@, = ad(te—1); fO) k§1<(%k+£k)-%a<rk—r);f<”>>=0

Es erscheint zweckmaéBiger, an Stelle der Impulse b; die Geschwindigkeiten b; einzufiihren. Es seien fol-
gende weitere Geschwindigkeiten mit Hilfe von b definiert:

+oo
(nk> :ﬁk(r’ t) =/ "-/Dl\'é(rk—r) f(N)(rl,

00, (1, 1) = i/:-ec-me~Dk5(r1.»—r) J Sl Y-
k=1 —oc

1 .
llr,l == Qva,
(r,2) Q,Z

Ferner seien noch die Koordinaten des elektro-
magnetischen Feldes, ¢: und p:, eingefiihrt. Die neue
Wahrscheinlichkeitsdichte ist somit f(r, v, g1, pi).
Da die Funktionaldeterminante der Transformation
(r, p» g1, p1)—(r, v, qi, p:) eine Konstante ist, er-
gibt sich sofort

f(r, p, qi, p1) =const f(r, v, gi, p1)

und das bisher Ausgefiihrte ist direkt auf die neue
Wahrscheinlichkeitsdichte anwendbar.

M;(mz]] (r’t)=i mkf$fol.zV1-J
k=1 —oo

- ’Z mkf.‘.gijI:.iV/f,i
=i —oe

9= ZQ”7

O =1) f®(Tys00ns

vy TN Dys 5595 D3 t) drl ...dry le. ..dby, (10)
IN;DI,...,DA‘V) drl...drydbl...dby, (11)
%k(vk, 1,f) =D, —1Uu (12, 13)

3. Orthogonalrethenentwicklung der Wahrscheinlich-
keitsdichte

Nach diesen grundsatzlichen Bemerkungen sol-
len nun Wahrscheinlichkeitsdichte und deren Ent-
wicklung in eine Reihe hermitescher Polynome, Ge-
schwindigkeitsmomente und Transportgleichungen
explizit angegeben werden.

Das Geschwindigkeitsmoment (Partial-Moment)
m-ter Ordnung ist jetzt

Tys Visww oy Dy z)drl ...dry dUl ...dby

. ./(M(r; D5 om0y Vs t) dUl ...doy. (14)
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Letzteren Ausdruck erhdlt man unter Berucksichtigung von

’ ’ r_ SBr . OBr
/f(z)é(x —z) dz'=f(xz) und 50 =0, ( jedoch i +0! ) ;

Hat man die Wahrscheinlichkeitsdichte /) im wx-Raum, dann hat man fiir das Geschwindigkeitsmoment
m-ter Ordnung, wenn » ebenfalls die Laufzahl einer Komponente des Plasmas bedeutet,
M5 (o) = [ViVi. . 1@ (1,0,2) dv. (15)

Es ist sofort ersichtlich, daf} beide Ausdriicke @quivalent sind und (14) fiir den Fall, daB eine Beschrei-
bung im x-Raum zulédssig ist, in (15) iibergeht.
Die interessierenden Momente sind hier: a) das Moment nullter Ordnung

M, O (1, 2) =o0,(1,1) =:zz:nk.[.ﬂl’/6(rk—-r)f“W(rl,...,ry;nl,...,nN;t)drl...drxvdnl...dny, (16)
k=l —o0

was gleich der Partialdichte der »-ten Komponente des Plasmas ist, b) das Moment erster Ordnung,
MY (r,0) =] (r,8) =) my /--:‘kaJ O(te—1) fM(ry. .., Ty3 0y, .., Dys2)dry ... dry ddy ... dby
k=1 T —x
(17)

der Massenstromvektor der »-ten Komponente, c¢) das Moment zweiter Ordnung

M (1,0) =Poij () =Y my [ oon [V i Vi i 0(te—1) O (g, Tus yaneybyst) (18)
=i —o dr,...drydv,...dvy

der ,Drucktensor der »-ten Komponente und schlieflich d) das Moment dritter Ordnung

M,(i?gjl(rat) ZQV-ii[ (ra t) (19)
- Z mkf .‘../V}‘-_i Vk‘j Vk,lé(rk—r) f(N)(rl, vis s 3 TNS Dygsew oz Vs t)drl g .dr‘,\; le o dD\
k=1 —oc
der Warmestromtensor der »-ten Komponente des pr=% Z Ps.ai. (20)
Plasmas. i
Verjiingung des Geschwindigkeitsmoments zwei-  AuBerdem wird benotigt die GroBe
ter Ordnung (Drucktensor) ergibt den (skalaren) g By ey B (21)
v, 1] =— V1= Pr Uij s

Partialdruck der »-ten Komponente
wobei 0;; der Kronecker-Tensor ist.

Ferner wird rein formal eine Partial-Temperatur T eingefiihrt durch

RTv=pv/Qv- (22)

Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte erfordert noch das Moment 4. Ordnung
M@

v, ijlm =Sv,ijlm

(23)

= Z mkf . ka,in,]' Vk,l Vk,m 6(rk—r) f(N) (rl, wsis EN Dissweg i t) drl e dr‘v le cas dU‘\',
k=1 —oc
welches durch den Ausdruck Siitm= % [Pij P+ Piy P+ Py, Py (24)

angendhert werden soll. Diese Approximation tragt insbesondere einem elliptischen Charakter einer Ver-
teilung (Plasma im Magnetfeld) Rechnung *.

* Anm. b. d. Korr. : Man veranschaulicht sich dies am besten, wenn man von einer Gleichgewichtsverteilung elliptischen
Charakters f = const: (T; T, T3) ~"zexp{—V,2/2 RT,—V.?/2 RT,—V3?/2 RT;} ausgeht. Bei dieser Verteilung enthilt
die Spur des Moments 2. Ordnung ungleiche Glieder. Sind die Koordinatenachsen nicht parallel zu den Achsen des Ellipsoids
(allgemeiner Fall), dann werden auBerdem die Glieder aullerhalb der Hauptdiagonalen ungleich Null. Man transformiert
bei der Berechnung von S;ji, auf Hauptachsen, spaltet in Teilintegrale auf und transformiert anschlieend wieder zuriick.
Dabei erhiilt man als Ergebnis den Ausdruck Gl. (24). Die explizite mathematische Darstellung hierzu soll u. a. in einer
spateren Arbeit ausgefiihrt werden.
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Diese Grof3en sind fiir das Gesamtsystem,
o= 0= Dmm,, ji=Djni=0, (25,26)
P;=>Pvii, Q= >'Qsiit, (27, 28)
Sijtm= ZSI',iilm , p= Zpr . (29, 30)
Pij= Zpr,i]' ) (31)

wobei die Temperatur fiir das Gesamtsystem ent-

sprechend

P VP2 _VP . & _RVYT . %
RT_@“VZQ_ o, o o
(32)
9,
also T=Z T.- a (33)

zu definieren ist.
Es sollen nun zunichst einige wesentliche Eigen-

schaften mehr-dimensionaler Hermitescher Poly-

nome 1% angefiihrt werden. Es sei

(=1)m

w (1)

3m @ (1)
Qw; Swj . ..

(34)

Hip () -

ein Tensor m-ter Ordnung und ein (hermitesches)
Polynom m-ten Grades, wobei

-1 _ 12
U)(m) = W exp( 2m ) (35)

die Gewichtsfunktion mit der Normierung
[ [ o) dw,...dwy= [w(0) do=1 (36)
ist.

Die ersten HermiTEschen Polynome sind
H‘O) =1, Hzl) =Wi,
H:;';\ :w,-wl-—él-,-,
H P =wjiw;wy— (w; O +w; O + wy: 05) »
H :j;, =W; Wj Wi, W; — (wi wj 6kl + w; wg 6jl

+w; wy Oj5 + wj wi Oy +wj wy Oig + wy wy 0;5)
+ (04 01+ Ok Oju + 0 Ojire) -

Die Orthogonalitatsrelationen fiir diese Polynome
sind gegeben durch

[ fo(o) HD (0) HE) (1) dw, ... dwy

:62?..,1:1... (37)

1061
wobei
smn _|m! fiir m=n und ij...=kl...
ijo-okl- 7|0 fir m+n oder ij...#kl...

eine Verallgemeinerung des KroNecker-Tensors ist.
Demzufolge hat man

[olH® 12dw=n!

Zur Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte in
eine Reihe Hermitescher Polynome wird der di-
mensionslose Geschwindigkeitsvektor

w=3/(RT)"; B=> (vx—u) (38)
k

eingefiihrt. Es sei ferner

0) — e
f R T w ().

Fir eine beliebige Wahrscheinlichkeitsdichte f hat

man dann

2R S 2L S |

x= . (39)
Zur Ermittlung der Koeffizienten a};‘k multipli-
ziert man Gl.(39) mit Hf;; und integriert iiber .
Mit Hilfe der Orthogonalitatsrelationen (37) hat

man sofort

+ oo

ijk... — ijk..

oC
(%)

= —Z)‘-fH”:k_._(m) fdo.
Fiihrt man B = = B, ein, dann folgt
N +o0
o =g X ™S JHE (w) v

wobei schon jetzt die Ubereinstimmung mit (14)
auffallt.

Tatsdchlich erhdlt man explizit fir (40) die Re-

lationen

a® =1, (41)
1 ji

a; = SR (42)
@) Pij .

az e di » (43)

13 H. Grap, Comm. Pure Appl. Math. 2, 325 [1949].
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- il 1 . - o R = & i 2
i ;_-;k __ Qii s (Ji Ojr + Ji Oire + Ju 0ij) - Vlerter. ()'rd‘nunc, unter Zuhl!fe.nahr.ne dt?s Druckt'en
o(RT)*: 2(RT) sors eliminiert werden. Damit ist die Reihenentwick-

(44) lung (39) vollstindig gegeben und die Wahrschein-

alf*]‘.‘,‘_[ = 735.’;): —— 1]{ = (Pi; 01+ Pig, 031+ Py 0, lichkeitsdichte durch die ersten Momente ausge-

driickt.

Es ist an dieser Stelle zu bemerken, daf} die Kon-
vergenz der Entwicklung (39) fiir den eindimensio-
nalen Fall bewiesen ist und hiervon auf die Konver-
genz des mehrdimensionalen Falles geschlossen wird.
Eine explizite mathematische Beweisfithrung fiir die
Konvergenz im mehrdimensionalen Fall scheint bis
jetzt nicht vorzuliegen.

+ Pjj. 0y + Py Oig. + Py 04) + (04 O

+ Oix 9 + 0 Oji,) - (45)
Eine physikalische Deutung ist nur bekannt fir die
Momente bis einschliellich desjenigen dritter Ord-
nung. Es liegt daher nahe, die Reihenentwicklung
so abzubrechen, daf} a?%u, = 0 gesetzt wird. Mit
Hilfe von Gl. (24) kann dann so spiter das Moment

4. Allgemeine Transportgleichung

Nachdem die Wahrscheinlichkeitsdichte durch die Momente ausgedriickt wurde, soll nun ein Gleichungs-
system fiir dieselben angegeben werden. Dies geschieht mit Hilfe der allgemeinen Transportgleichung (9).
Setzt man fiir a die Tensoren V; V/;... ein, und nimmt man die Definition der Momente, Gl. (14). zu Hilfe,

dann folgt zunéchst

= - A QM(H)
_C Yy 1+ N i+t 2 M) cu,, o e
57 Mg T _[a,z MYy MM, TR + U Br, J
Z : ’
5 9 1 (V) ’ / OVk, i VE, jous . | N\
= m/,.[T—I/;;,iV/..‘j...é(r,\.—r);f") ,ﬂ—Z((V/.',zﬁ‘Uz)———’—a—L-fé(]./‘-“l);fl“‘)
K= ot = T, y
N 2 s Vg iVE... R A . \,' Ve, iVkj..- e _\",\
T ‘/_'Zl'/ S(V/‘..J,-ZL) é(rk l)af // T ZZX/ a(V;,-»+ll) ()(rk r)af %
k=1 # ya K=1 = i
Man hat ferner
SV i Vot ) - st By 5 2
my BV g —x) 5 [V = MO Sy S Yy S
ot we Ot son Of — . 3t
m =m
' SVk,i V... s
und ity (W bt te) —— 203 Bd=0s §lpy g fOO)
O"K /
— oy Sw oy Sui oy, S8 ey, S0
®lewo 1, AL/ or, T or,
=Y u Sum N pe-n g, Sin
T - l/.(“ dr” .ITt- =M T
sowie F, ( ki Vj- .- 0(vp—1);fM) =F, { MO 8+ MO8+ ... =F, Y M®™D §,m .,
\ (Vg +u,) i joos J = i
=T - - e e
wegen F; 221 —F; 0. U=e@+—:1‘)/\ﬁ3=e S+ —Cux%-l—?BX%,
Q’U];’[

Dabei darf man in der letzten Gleichung die duBeren
Krifte F. vor das Integral ziehen, wenn diese nicht
von der Geschwindigkeit abhdngen, was zunichst
angenommen werden soll. Im Falle eines Plasmas
jedoch ist F. von der Geschwindigkeit b abhingig.

Man hat

bzw., in Komponentenschreibweise,

e e
Fie=eE.+ — B Wi B, + — Exl ViB.,

die Levi—Civira-Tensordichte ist. Auf
Grund der obigen Entwicklung erhélt man dann so-

wobel €.
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fort Die Bezeichnungsweise (E), (B) bedeutet, daf} die
\ Felder iiber den Raum der 1, gemittelt sind, eine

( B s | Vk, iV, ) \ k8 )
{e E.+ & Sxlu YA B"j SV nt ] x) S0t —1); f(N)/X Aussage, die dann sinnvoll wird, wenn Beitrage der
N o \ (n—1) lokalen inneren Felder zu den duBleren Feldern hin-
n 'le<E”> + —c-ez"‘" oL ‘">f ; Miz;n Orm zugeschlagen werden. Zur Abkiirzung sei noch ein-

gefiihrt
und
/ \ aVk iVE, i (N) 4 aViVj...
/e ) aVk;VL,J _ LW\ X *76(1?1,—13 f \_<X,¢——-,__.
(?87./@ B‘u V/ a(V +U ) 5()5;, t) ,f / \ 3(Vh # \ aux >
— % eu(B) Z M) bum. D‘ieser Au'sdruck liefen“den Beitrag der Wechsel-
c i wirkung ,,innerer Felder®.

Damit folgt die allgemeine Transportgleichung nun zu *
_S_M(n) Y [i M@ty Ctus _Mt't) } (46)
At v,ij. T"?‘ arz voxij.. a ¥y 8«
An, V‘M(n ]) anm s ZlM‘(n:] cu, +ZMl(n,)” ]+ ZZM(,, 1) aum

m * m x

SRS ilij...
—Z{eE,,—{— —Z Exiu u/'.B +F(0)} ?M’ZTZLU 6;¢m— ;%87‘1#3#;1‘1’(‘7}'1:“'6",”:;1 Z <Xx —'a—v:‘ ).
Dies ist zundchst ein System von Integro-Differentialgleichungen zur Bestimmung der M f;‘)( 1,t). Bevor

die Frage der Losung dieses Systems diskutiert wird, soll noch ein Vergleich mit auf andere Weise gewon-
nenen Transportgleichungen durchgefiihrt werden.

Es sei der Begriff der Randverteilungsfunktion eingefiihrt 1!: 12. Diese ist definiert durch
+oo
Flzp, oo ®h) =f ...ff(xl,...,x,,) dzg,q...dx,; n>k.

Die Randverteilungsfunktion reduziert eine n-dimensionale Verteilung auf eine k-dimensionale. Infolge

flzy xE) = d¥ F (1, ..., 2k)
ey

dzy ... dzg
xr, Zyx +oo

dk

T dz Wdzk_/- /_/ /f(xl""’xk’xk+1"' s Tp) d2p, ... dg . ..dxl
t — o0 —0oC —®

+ o0 +o0
=f'"/f(x19""xk’xk+1s---975n) dx,,...dzk”
hat man F i v Xp) = / /f(xl,...,x,l Y dzy.q...dz,

als Definition der Randwahrscheinlichkeitsdichte.

Wendet man eine solche Integration auf die LiouviLLe-Gl. (6) an, dann folgt fir die Wahrscheinlich-
keitsdichte eines einzelnen Teilchens 14

3f () . 3f () @_a,ﬂl* _ 1 N / SfN) 1 Ny N—1
S b 4Gy =~ gy 2, [ [t (47)

* Hierin ist nun &(9) als nichtelektromagnetischer Anteil der dufBleren Krifte gesetzt.
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Diese Gleichung hat eine gewisse formale Ahnlichkeit mit der Borrzmann-Gleichung

Sflu () =
S0y, W, =

dt or

af(/u)

= [[ [t = fi) gbab de v,

(48)

Kirkwoop ' hat gezeigt, dall (47) unter sehr einschrinkenden Bedingungen in Gl. (48) iibergeht. Setzt

man die rechte Seite von Gl. (47) gleich A'Y) und die rechte Seite von Gl.

ohne weiteres folgende Transportgleichung

(n+1) 3 (n) l
M5 +us B, Mij,..I

C (n) \" {
3 Ml T ey,

&
e 1r(n—1) SUm
- 3 2oy B

L e ')

m Fm

e \‘ F Z 1[\”‘1 o e =

P
“ m

Man sieht sofort, daf} die Unterschiede in Gln. (46)
und (49) nur in den rechten Seiten bestehen. Der
physikalische Grund hierfiir ist sofort einzusehen,
wenn man bedenkt, daf} diese Groflen auf der rech-
ten Seite beim Ubergang auf das Gesamtsystem sum-
mationsinvariant 1* sind, soweit es sich um Erhal-
tungssitze handelt. Die so resultierenden makrosko-
pischen Erhaltungssatze fiir das Gesamtsystem miis-
sen im wesentlichen unabhéngig von der verwende-
ten statistischen Grundgleichung sein. Unterschiede
machen sich bemerkbar bei den Gleichungen fiir die
Transportgrofien, die wesentlich durch die ,,inneren®
Felder bestimmt sind.

II. Allgemeine Form der hydromagnetischen
Gleichungen und der Maxwellschen Gleichungen
fiir Mikrofelder

1. Die Hamilton-Funktion fir ein Plasma
mit Beriicksichtigung der Strahlung

Zur Explizierung der Transportgleichungen aus
der allgemeinen Transportgleichung (46) wird die
Hamivron-Funktion fur ein System geladener Teil-
chen in Wechselwirkung mit elektromagnetischen
Feldern ™ ¢ eingefiihrt.

1 eier | 1 )
H=>H, + > Hi + 5 > er:_A + Mepgt(k).
% y % Tik =

i,k k
Longitudinal-
Wellen

Transversal-
Wellen

Teilchen

14 J. G. Kirgwoop, J. Chem. Phys. 15, 72 [1947].

15 J. 0. HirscureLper, C. F. Curtiss u. R. B. Birp, Molecular
Theory of Gases and Liquids, Wiley & Sons, New York
1954, S. 460.

aV, Wivi...

(48) A", dann erhilt man

(49)

' aalizz}_FZ‘;M}n—l) %u?iﬁ
l 2 “

=m

“V' V’ = AW \ , integrierte LiouviLLe-Gleichung;

= A > Bovr1zmans-Gleichung.

“4

Hi=

u+ (pk —e; Z g: W — e, A° )2]'/=; pm=mc?.

}. = Q(pﬁ +vi q42)

Der erste Term in der HamiLton-Funktion gibt die
kinetische Energie der Teilchen und deren Wechsel-
wirkung mit der Strahlung an. Der zweite Term
stellt die Energie der Strahlung dar, wihrend der
dritte die (Couromssche) Wechselwirkung der Teil-
chen untereinander ausdriickt. Bei dieser Darstellung
wurde das elektrische Feld in

(g - @e B @trans . @C
und das magnetische Feld in

BB+ B

ausgedriickt, wobei

N
C_ ? r,—r
= /. LT ST
@ =1 P o=t

der durch Couromesche Wechselwirkung entstehende
Anteil und

' @

: @trxms =0

W
~

der transversale Anteil am elektrischen Feld ist.
Die Felder Gtrans und B' werden durch die Fou-

RIER-Ansitze

- 1 .
§trans — TZqz Az,

16 W. Herrter, The Quantum Theory of Radiation. Oxford
Univ. Press, London 1945.
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Bi = Zqz%x‘lﬁ ai e L —#=0,
dargestellt, wobei [ das Vektorpotential und p;. ¢: sowie 3 /3 -
die Feldkoordinaten sind. TR ('a;r ) /-) + C’;_, Ar=0,
Fiir 9 und 2 (v) gilt ¢ 5 i
L Y
A= > qi(t) W(x). ar
7

Fir 2; gilt ferner die Orthogonalititsrelation

3 (32 g _4am
ar (ér QI)_—C?Q[_ c 0D, /(9[1-9[,,)=4-:z0251y.
éa; (%;f) = -C;ip' =—4 70, Damit werden die Poisson-Klammern

N N
1_ G, e Ck (0 ia__
[H,a]:l‘gln,‘ 3% —I—ZP + Z} o {61.- (UAS: c i x By, +7}k} 3o

N N
+Z—l—{€k2 ex ’”_r3+e"2pz’2{4(rk)+—bz,>< Yq; XQI;(IA)}
= mk =1 [tr—r1|
Eq 0y Wa(1y) — 2 | 3a (50)
+; kfl k(T ‘I/J 30,

2. Die Maxwellschen Gleichungen fir Mikrofelder

Mit dem Ausdruck (50) und der Transportgleichung der Form (7) und (9) wurden die MaxweLLschen
Gleichungen der Elektrodynamik abgeleitet fiir den klassischen Fall 7 wie auch fiir den quantenmechanischen
Fall 3. Es wurde so gezeigt, daB diese Gleichungen auch fiir die Plasmamikrofelder giiltig sind. Diese Glei-
chungen lauten. zusammen mit der Kontinuitdtsgleichung,

A N N . . .
p g (e [V) =05 (Febs f) =, %0 42 =, (51.5%)

% EC=0; Li<%i>__><(@';‘)=0. (53)

N
(@"a“s> ‘l§<§; { Z EC’—" Ai-0—v:2 qi | Ai (1) ;fm>

= |

=_4T"< ZLe, vy i (1) ) Wi (1) 5 f‘J> -aa—r Z X%(I) f”"\
strans /1 N ] M)\
I; *_—_:'\4'162 Ekglek(nk-%(rk))%[z(r);f“)/;, (54)
13 rans 4z 'ﬂ‘ﬂﬂ*__a_ i
L3 (e o 42 o _ B gy (55)
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18 ey /LN,y B (2
& §<(g >~\c ];Ie/ DkSrk (ark [rk—r[> "
1 < 2 1 3
= . 4= M\
\e ,‘Z'l ek{m o Tu—t| * o (8 ]r;,—r )f f
_ 4= P S ™)
= <;,:1 e {0 (0= 1) — L2 x (o x s
i g \\ / 1 & 8 S N
dong _ /N NN 2 ; -2 () \
le™ = \\l\éleknk’ ) \4 l.gl = Sty : (3 |U~"r\) / (56)
at (@C> o ]L"“g g (57) chungen abgeleitet und diskutiert. Mit
C
N
Fiir die Gesamtfelder € = E° 4 Etrans + €€ o= Z my 8 (Tx—1)
k=1

B=Be+B', folgt:
mit Gl. (53)
3 13 _ifis
ar X(@)+—C—§<§B>~0,
mit Gln. (55) und (57)
8 4.
g ( >~_—‘< >:T7I(=-
Ferner folgt
3 P .
ar .<§B>—O’ O @>'— 796

3. Die hydromagnetischen Gleichungen
Es werden nun zuerst die hydromagnetischen Glei-
3o, v

‘az +

i ; 3
87 (]v,J+Qv u]) + Z ar,,

erhdlt man aus (9) oder (46) die Kontinuitétsglei-

chung

S0, , 8 _%, 3
% P leh) =5t g Ut el) =
(53)
wenn m» Z O(tr—1); f<N>\/
k=1

die Massendichte der »-ten Plasmakomponente ist.
/ < \

Mit 90y = (my D 0k 8(tp—1);5 M)
k=1 /

erhalt man die Bewegungsgleichungen (Impulssatz).

v . |
ar (Q" b, D”) - [Qe‘, 053 + TIev X %S T 9, %58)] = CS:’

jv,i+ujjv,x+ Qv Ux uj]

- [Qe,,E:,j €5 jey,lBi,/t + 0, ng;J =Cu.i, (59)
wobei Go= (e X {G+ % x B (e —1); /)
k=1 i
_ / Bt 1 s U S I } ). AN
N, "”\{;—,lru—rla e ZaW@ % x Ny W@ PIEm=1): V)
. 1 j& .
=0.(C}) + 7/2 [0x x Bx'] 6 (e — 1) 5 /Y ). (60)

Dieser Ausdruck ist aber nicht gleich
. 1. :
2e, (G) + < ley X (B,

wie er lauten miifite, wenn man — wie bisher iib-

lich17 — diese Glieder zu den Ausdriicken fiir das

auflere Feld hinzuschlagen wollte. Es zeigt sich so-
mit, daf} sich diese hier angegebenen hydromagneti-

17 S, Cuapman u. T. G. Cowring, Mathematical Tkeory of Non-
uniform Gases, Cambridge Univ. Press, Cambridge 1952,

S.178.
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schen Gleichungen nicht vollstindig auf diejenigen
zurilickfihren lassen, die bisher als zutreffend ange-
sehen wurden, worauf auch schon Brirrin? hinge
wiesen hat.

III. Aufstellung eines Systems partieller Differen-
tialgleichungen zur Bestimmung der Momente

1. Diskussion der erforderlichen Ndherungen

Die wesentliche Schwierigkeit in der Anwendung
der exakten hydromagnetischen Gleichungen liegt
darin begriindet, da} bis jetzt noch kein Verfahren
zur Losung des Integrals (60) bekannt ist.

Man kann nun als Naherung von vornherein iiber
die inneren Felder mitteln und diese Anteile zu den-
jenigen der dulleren Felder hinzufiigen, jedoch gibt
man damit die Moglichkeit einer exakten Beschrei-
bung mikroskopischer Erscheinungen im Plasma auf.
Denn fiir eine Betrachtung mikroskopischer Erschei-
nungen ist es gerade wichtig, den exakten Verlauf
dieser inneren Felder als Funktion von r und ¢ im
Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeitsdichte
zu kennen.

Um aber wenigstens ein Gleichungssystem fir die
Transportgroflen zu erhalten, welches unter Umstén-
den als Ausgangspunkt fiir eine brauchbare ge-
niherte Beschreibung mikroskopischer Vorgénge
verwendet werden kann, soll eine solche Mittelung
tiber die inneren Felder durchgefiihrt werden. Dieses
Verfahren scheint immer dann zutreffend, wenn zu-
mindest die Voraussetzung gegeben ist, da} die mitt-
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Abb. 1. Desve-Radius h und mittlere freie Weg-

linge 4 —— —— in einem Plasma (Gleichgewicht!) als

Funktion der Temperatur 7 mit dem Gesamtdruck p als
Parameter.

lere freie Weglinge 4 fiir eine Ablenkung um /2
gegeniiber dem DeBye-Radius A sehr grof} ist. In
diesem Fall ist dann % die charakteristische Liange
im Plasma fiir elektrische Erscheinungen. Fiir ma-
gnetische Erscheinungen ist jedoch der Gyrations-
radius als charakteristische Ldnge anzusehen. In
Abb. 1 sind 4 und h veranschaulicht. Man sieht, daf3
die hier gemachte Approximation mit einiger Be-
rechtigung fiir Temperaturen oberhalb 105 °K und
nicht zu grole Drucke verwendet werden kann.

2. Die Momentengleichungen als partielle Differentialgleichungen

Die allgemeine Transportgleichung lautet dann:

° +1 S
ét 5"1)] + Z [ :(nxii).. +Ux T M:Snz)] } (61)
(n—1) aum 1 (n) au}' (n} auﬂl ® (n 1) culn
== Z M;ni at Z [M‘»nzj . a’._ + Z v, xz :, > Z M r,
m +=m x m
— Y{CVE)'“}‘ " Exiu W B1¢+F(g)} S‘ M(n 1) 6 m — Z 8y/uBuZ M(n) 6/711—0
m ='m x %+ m
wobei F.=eE,.+ z Exie s Bu + z &xiuViB,+F® (62)

die duBeren Krifte zusammen mit dem Beitrag der inneren Felder darstellt. In diesem Zusammenhang
siehe auch Crapman und Cowring !8. Fiir € und B gelten dann die MaxweLLschen Gleichungen.

18 S, Cuapman u. T. G. Cowring, 1. c. 17, S. 323.
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Aus der Transportgleichung
senstrom j;.

LADNCE RS SN A

—ol

oP, i | 30, 5, 3P, i) -
at.ij T;( é’rx’ + Ux ar;])_i_(]) i au

+ur

— ri {e, Ei+  eioui B+ F,-'-’"} -V -ec" Exiu B_,, {P;,1i0xi +P>2i 0.} =0 ;
Cc —

%

+ Ux

)
% % ct

ot L=

%

aov.i}'/ —LS‘(GS‘ ijlx
0

€ gineus Bu+ F,—‘-”’] -
c /

= Pyt Jle,~ Ei+ \

In Gl. (65) ist

Dies ist ein System nichtlinearer partieller Differen-
tialgleichungen erster Ordnung fiir die Transport-
groflen. Zusammen mit den hydromagnetischen Glei-
chungen hat man ein System zur Berechnung charak-
teristischer makroskopischer Groflen in der Plasma-
dynamik.

3. Diskussion der Anwendbarkeit.
Méglichkeiten zur Erweiterung

Wie bereits erwahnt. 1aB3t sich die hier angegebene
Losung nicht fiir eine zufriedenstellende Beschrei-
bung mikroskopischer Erscheinungen im Plasma
verwenden. Dies liegt im wesentlichen daran, dal}
tiber die Mikrofelder integriert wurde und somit be-
reits von vornherein kumulative Effekte betrachtet
werden. Diese auflerhalb des Deye-Radius statt-
findende Plasmawechselwirkung gibt bekanntlich
Plasmaschwingungen, die dann unter Zuhilfenahme
der MaxwerLschen Gleichungen berechnet werden
konnen. Es wurde bereits gezeigt, daf} die MaxwEeLL-
schen Gleichungen auch fiir die Plasma-Mikrofelder

giltig sind. Es wurde weiterhin angenommen. daf}

+],laa )+ S‘(a"'P. ot o P. A+ < o

~ A A
Qui ) Quj ) Quy B Ju, ) Quy

+ ~—— it + == Ur il + — U, iix + = Ur.iil + W
- (3 Qute 57 Quite+ L Qi 2 Qi+

H.J. KAEPPELER

(61) lassen sich nun sofort die Gleichungen fiir die Transportgrofien Mas-
Drucktensor P;; und Warmestromtensor Q;;; angeben. Es ist

Suz . Su;
er Jr.it Oy Ux arx)
ey E1+ Suu uj Bu+F(U)} i Eiju jl'.l B»,,:O 5 (63)
c

%Py

Ty

], o+ ux 21:1 jv,i) —]},i{e.r E;j+ CC" Ejhu Wi B,<+Fj"”}

(64)

Q,.ijt\ , (Swip .. Suip . @p,.)
Br )T< ot =gy Polt g Po

= 5
Su: Sus
P ii+ux =P, i+ ux “a'r’ P,-,;j)

or

% %

Pv Ilje; E]+ “j/u u B”+F"I’} P) l]{el El+———£/)u uj B:4+FI‘JJ}

- Z TP B (Qijt 0xi + Qiit 02j + Qiij 6z/) = 0

Sr.ij/xz % [Pv,ij Pr,lz‘f‘Pr_il Pr,jz +Pr,ix Pv.j[] .

StoBle innerhalb des DeBve-Radius vernachlassigbar
seien.

Die Einfithrung der Mittelung iiber die inneren
Felder bedingt, dal} eine Beschreibung durch das an-
gegebene Gleichungssystem nur solange giiltig ist,
solange der Begriff der makroskopischen Obser-
vablen nicht durch Schwankungserscheinungen hin-
fallig wird. Dies ist in einer anderen Arbeit !° disku-
tiert.

Das abgeleitete Gleichungssystem jedoch eignet
sich zur Beschreibung des makroskopischen Verhal-
tens von vollionisierten Plasmen geringer Dichte.
Uber die bisher gebriuchlichen Gleichungen hinaus
stellt es ein in sich geschlossenes System dar. da es
gleichzeitig
Transportgroflen enthdlt. Auflerdem ist eine zeitliche
Anderung der TransportgroBen gegeben, so daf eine
Betrachtung von Relaxationsvorgdngen moglich ist.

die Bestimmungsgleichungen fir die

19 H. J. KaepreLer, On the Phenomenological Equations of
Fully Ionized Plasmas Derived from a Statistical Descrip-
tion. IVth Int. Conf. on Ionization Phenomena in Gases.
Uppsala, August 1959.



NOTIZEN

Zu den iiblichen phianomenologischen Gleichungen
der Magnetohydrodynamik kommt man von dem
hier angegebenen System auf einfache Weise. Zuerst
wird die Zeitabhangigkeit der Transportgréflen fal-
len gelassen (relaxationsfreie Einstellung) und dar-
aufhin macht man den bekannten linearen phéno-
menologischen Ansatz zwischen Kriften und Flis-
sen2%; zuletzt wird die Einwirkung der Viskositat
auf die Warmeleitung und umgekehrt vernachlassigt.

Ansitze zu einer Erweiterung wiren mit einer
naherungsweisen Behandlung der Wechselwirkung
innerhalb der DeBye-Sphare zu beginnen. Bisher
wurden hierfir die StoBintegrale fiir Zweierstofle
oder Entwicklungen von Fokker—Pranck-Termen
verwendet. Es konnte moglich sein, iiber die Fokker—
Pranck-Gleichung und einem Ansatz fiir eine Grup-
pendiffusionsmethode weiter zu kommen. Eine wei-

1069

tere wesentliche Aufgabe wire in einer sorgfaltigen
Ausdeutung der in den MaxweLL-Gleichungen fiir
Plasma-Mikrofelder vorkommenden einzelnen Terme
zu sehen.

Zuletzt diirfte es interessant sein, in Analogie zur
Gasdynamik mit dem hier vorgelegten Differential-
gleichungssystem ein Charakteristikenverfahren der
Magnetohydrodynamik zu entwickeln.

Der Verfasser hat Herrn Prof. Hocker fiir forderndes
Interesse und wertvolle Diskussionen zu danken. Eine
Kurzfassung dieser Arbeit wurde anldflich der Fusions-
arbeitstagung im MPI in Miinchen (9. Dezember 1958)
vorgetragen. Fiir die dem Vortrag folgende Diskussion
und die daraus hervorgehenden Anregungen ist der Ver-
fasser Herrn Prof. Scurtter zu Dank verpflichtet.

20 J. O. HirscureLper et al., 1. c. 13, S. 495, 709.

NOTIZEN

Messung der Energie zur Bildung eines Gitter-
defektes in verschiedenen A'BV-Verbindungen
durch Elektronenbestrahlung

Von R. BAugrLEIN

Forschungslaboratorium der Siemens-Schuckertwerke AG.
Erlangen
(Z. Naturforschg. 14 a, 1069—1071 [1959] ; eingeg. am 26. Oktober 1959)

Beim Streuprozel schneller Elektronen an Gitter-
atomen wird bei geniigend hoher Elektronenenergie
gelegentlich auf ein Gitteratom eine so grofle Energie
iibertragen, dal} dieses seinen Gitterplatz verlassen
kann. Dabei entsteht im Gitter ein Fehlstellenpaar,
namlich ein Zwischengitteratom und eine Leerstelle.
Neben der Zahl der pro einfallendes Elektron gebilde-
ten Defekte interessiert hauptsdchlich noch die Mindest-
energie, die auf das Gitteratom iibertragen werden muf3,
um diesen Prozel auszulésen. Die Grofe dieser Ener-
gie 1dBt Riickschlisse auf die Bindungsfestigkeit der
Gitteratome im Kristallverband zu.

Bei den Halbleitern der IV. Gruppe des Periodischen
Systems, Si und Ge, ist dieser Energiewert bereits be-
kannt. Zu seiner Bestimmung sind zwei Methoden an-
gewendet worden, die sich durch die Art, wie das Auf-
treten von Gitterfehlstellen beobachtet wird, unterschei-
den. Aus der Anderung der Leitfahigkeit elektronen-
bestrahlter Ge-Proben haben Kroxtz und Lark Horo-
wirz ! fiir diese Energie 31 eV, Vavicov u.a.? 22eV
und Brow~x und Avcustyniak ® 14.4 eV erhalten. Lo-
FERSKI und Rappaport 4 bestimmten die gleiche Energie
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aus der Anderung der Diffusionslinge in elektronen-
bestrahlten p—n-Sperrschichtelementen fiir Ge zu 14,5
und Si zu 12,9 eV.

Unsere Arbeit befaflt sich mit der Bestimmung dieser
Energie an den AIBV-Halbleitern InP, GaAs und
InAs. Da wir von diesen Substanzen Sperrschichtele-
mente erhalten konnten, wihlen wir die zweite der
oben beschriebenen MeBmethoden, die sich gerade zur
Bestimmung von Schwellwerten besonders eignet. Bei
diffundierten p-n-Ubergingen 1dBt sich die empfind-
liche Schicht nahe an die Oberflache legen, in jene Zone
also, in der bei der Bestrahlung mit Elektronen auch
die hauptsichlichen Effekte stattfinden.

Die fiir die Bestrahlungsexperimente bendtigten
schnellen Elektronen werden mit einer Hochspannungs-
anlage in GreiNacHEr-Schaltung beschleunigt, die es
gestattet, die Hochspannung zwischen 50 und 500 kV
kontinuierlich und genau einzustellen. Aus dem Elek-
tronenstrahl wird ein 1/2—1 mm? groBes Biindel aus-
geblendet, das unmittelbar darauf das zu untersuchende
Sperrschichtelement trifft. Die Bestrahlungsdichten vari-
ieren zwischen 107 und 107* A/cm?. Gleichzeitig wer-
den bei der Bestrahlung der Elektronenstrom j. als
Ableitstrom gegen Erde und der Diffusionsstrom jk des
Sperrschichtelementes im kurzgeschlossenen AuBenkreis
gemessen. Fiir das Verhiltnis dieser beiden Strome und
der Konzentration N; der Rekombinationszentren be-
steht folgende Beziehung ¢:

Nr ~ (je/ik)*. 1)

Diese Beziehung folgt aus der Theorie der Sperrschicht-
elemente unter der Annahme, daf} die Reichweite der
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